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Questao 01 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Determine TODOS os valores possiveis para os algarismos z, y, z e t de modo que os niimeros abaixo, representados

na base 10, tenham a propriedade mencionada:
(a) 3290586y ¢é divisivel por 60.

(b) 72241t é divisivel por 99.

Solucao
(a) 3290586y é divisivel por 60 = 22 - 3- 5 se, e somente se, é divisivel simultaneamente por 4, 3 e 5.
i) 3290586y é divisivel por 5 se, e somente se, y = 0 ou y = 5.
ii) 3290586y ¢é divisivel por 4 se, e somente se, 6y é divisivel por 4. Pelo item anterior, y = 0, pois 65 nao é divisivel por 4.
iii) 32905860 ¢ divisivel por 3 se, e somente se, 3+ +9+0+5+8+ 6+ 0 = 31 + z é divisivel por 3. Os possiveis valores

para x sao: 2, 5, 8.

Resposta: 32905860, 35905860 ou 38905860.

b) 72241t é divisivel por 99 =9 - 11 se, e somente se, é divisivel simultaneamente por 9 e 11.

i) 72241t é divisivel por 9 se, e somente se, 7T+2+z+4+ 1+t = 14+ z+t é divisivel por 9. Entao z+t =4 ou z+¢ = 13.

il) 72241t é divisivel por 11 se, e somente se, t —1+4—2+2—7 =1t — z — 2 é divisivel por 11. Entao t — z = —9 ou

t—z=2.
. z+t=4 .
Primeiro caso: , sem solucgdo inteira.
t—z=-9
z+t=4
Segundo caso: Sz=1et=3.
t—z=2
z+t=13
Terceiro caso: Sz=1let=2.
t—z=-9
z+t=13 o
Quarto caso: , sem solucgao inteira.
t—2z=2

Resposta: 721413

Pauta de Correcao:
Item (a)

e Verificar os critérios de divisibilidade por 3, 4 e 5 na conclusdo de que um nimero é divisivel por 60 ou mostrar que os

nimeros achados pelos critérios usados sdo efetivamente divisiveis por 60. [0, 25]

e Determinar corretamente os valores de x e y. [0, 25]



Item (b)
e Verificar os critérios de divisibilidade por 9 e 11 na conclusao de que um ntimero é divisivel por 99. [0, 25]

e Determinar corretamente os valores de z e t. [0, 25]

Questao 02 [ 1,00 ]

A altura CH e a mediana BK sao tragadas em um triangulo acutangulo ABC.
Sabendo que BK = CH e KBC:HC’B, prove que o triangulo ABC' é equilatero.

Solugao

Na figura abaixo, denotamos por P o ponto de intersecdo entre BK e C'H.

IS

A boi B

Nos tridngulos KBC' e HCB, temos KB = HC, KBC = HCB e BC = CB, logo, pelo caso LAL, estes triangulos sao
congruentes. Assim, CKB = BHC = 90°, logo a mediana BK ¢ também altura, mostrando que o tridngulo ABC ¢ isésceles,

com AB = BC. Da congruéncia entre os triangulos K BC' e HC B, concluimos também que BH = CK.

Como BPC' é isésceles, temos C'P = BP e, consequentemente, PK = PH. Com isso, os triangulos retangulos AHP e AKP
possuem mesma hipotenusa e catetos PH e PK congruentes, logo estes triangulos sdo congruentes. Com isso, AH = AK. E,
como BH = CK, isto implica que AB = AC.

Como ja concluimos que AB = BC, temos entao AB = BC' = AC.

Solucgao alternativa para mostrar que AB = AC sem usar o segmento AP
Os tridangulos AHC' e AK B sao congruentes, pois sao retangulos com angulos retos nos vértices H e K, o angulo CAH =
BAK é comum e os catetos opostos CH = BK sao iguais. Logo AB = AC e assim AB = BC = AC.

Pauta de corregao:
e Concluir que BK é uma altura, a partir da congruéncia dos triangulos K BC' e HBC, ou argumento equivalente. [0,25]
e Concluir que AB = BC, a partir do fato de a mediana BK ser também altura ou equivalente. [0,25]

e Concluir que AH = AK a partir da congruéncia dos tridngulos AHP e AKP (ou mostrar que os triangulos AHC' e
AK B sao congruentes). [0,25]

e Concluir que AB = AC. [0,25]

Pauta de corregao alternativa:
e Concluir que BK é uma altura, a partir da congruéncia dos tridngulos K BC' e HBC, ou argumento equivalente. [0,25]
e Concluir que AB = BC, a partir do fato de a mediana BK ser também altura ou equivalente. [0,25]

e Concluir que AB = AC sem usar o segmento AP. [0,5]



Questao 03 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

8237

(a) Calcule o resto da divisao de 2 por 13.

(b) Determine o algarismo das unidades do nimero 77,

Solugao

(a) Como 28 =2 - 13 + 2, tem-se que 28 = 2mod 13. Daf obtém-se que
282 =22 = 4mod 13
28° =2-4=8mod 13
28* =2* = 3mod 13
28°=4-3=—-1mod13
Escrevendo 237 = 6 - 39 + 3, segue que
28237 = 2863913 = (286)39 . 28% = _8 = 5mod 13

Portanto, o resto é igual a 5.

Solugao Alternativa (a):
Tem-se que 28 = 2 - 13 + 2, logo 28 = 2mod 13. Como (2,13) = 1, aplicando o Pequeno Teorema de Fermat, segue-se que
2'? = 1mod 13 e assim
28'? = 2'2 = 1mod 13.
Escrevendo 237 =12-19+ 9,
28237 = 28121919 = (2812)19. 989 = 289 mod 13
Finalizando
28* = 2* = 3mod 13
28% = 9mod 13
28° = 18 = 5mod 13

Portanto, 28237 = 5mod 13.

(b)Calcular o algarismo das unidades de 77 equivale a calcular o resto da divisao deste niimero por 10. Tem-se que
7= —-3mod10
72 = 9mod 10
7" =97 =1mod 10
749 = (7*)? = 1 mod 10, para todo ¢ € N.

Por outro lado,
= —1mod4, logo 7'°° = 1mod 4.
Segue que 7190 = 4. ¢+ 1, 77" = 749+ = 749 . 7 = Tmod 10

Portanto, o algarismo das unidades de 77 ¢ igual a 7.

Pauta de Correcgao
Item (a)

e Calcular 28° ou 28'2 médulo 13 [0, 25]

e Calcular o resto [0, 25]



Item (b)
e Calcular 7* médulo 10 [0, 25]

e Calcular o algarismo das unidades [0, 25]

Questao 04 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

(a) Prove a desigualdade de Bernoulli:
Sex eR x> —1,entdo (1 + )" > 1+ nz, para todo n > 1.

. \", .
(b) Prove que a sequéncia a,, = (1 + ) é crescente, ou seja, que a, < an+1, para todo n > 1.
n

n 2 1) -1
Sugestao: Mostre que nt1 _ (n+2) [(n+1)
(n+1)?

o 1) ] e use o item (a).

Solugao

(a) Seja P(n) a proposi¢ao (1 +z)" > 1+ nx.

Temos que P(1) é verdadeira, uma vez que 1 +x > 1+ x.

Suponha agora que P(n) seja verdadeira para n = k. Mostraremos que P(k) implica P(k -+ 1). De fato, considere (1 + z)* >
1+ kz. Note que (1 4+ x) é um ntmero real ndo negativo, visto que x > —1. Assim, multiplicando ambos os lados da

desigualdade anterior por (1 + ), temos

I+ =1+2)* 1+a)

\%

1+kz) 142z
1+ ka + x + ka?
1+ (k+ Da + ka?
> 1+ (k+ 1)z,

onde a tltima desigualdade é verdadeira pelo fato do termo kx? ser ndo negativo.

(b) Seja a, = (1—|— %) . Note que a, = <1—|— %) = (LH) = M

n nm

Temos entao que

Ant1 . . i B (n+2)n+1 . ,nn B nn . (n+2)n+1 B
an e, T D) (nt)r . (n+ 1)2n
(n+2) [n-(n+2)]n: (n+2) {(n+1)2—1r _(n+2) {1+ -1 ]”
D) L+ “ ) | mrip RS RS
Como ﬁ > —1 segue, pela desigualdade de Bernoulli, que
(n+2) [ -1 }" (n+2) { -n }
1 > -1 .
CES M B CEE *

Assim segue que

ant+1 _ (n+2) —-n ~(n+2) (n+1)?-n
¢:>(n+n'b+xn+n4‘wn+n' (n+1)?

n+2)(n*+n+1 n3+3n%+3n+2
= >1
(n+1)3 T n343n2+3n+1 ’

Portanto an4+1 > an.



Pauta de corregao:

Item (a)
e Fazer o P(1) e indicar a estratégia de prova por inducao. [0,25]

e Fazer o passo de inducgao. [0,25]

Item (b)

An+1

e Mostrou a identidade para da sugestao, e usou o item (a). [0,25]

n

e Finalizou corretamente a questao. [0,25]

Questao 05 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Seja f(x) = ax? + bz + ¢ uma funcio quadratica com a > 0 e A = b% — 4ac > 0.
Considere o triangulo ABV, onde A e B séo os pontos de intersecdo da pardbola correspondente ao gréfico de f com

o eixo das abcissas e V' é o vértice da pardbola.

— JAA+4
(a) Mostre que BV = %
a

(b) Mostre que o triangulo ABV é equildtero se, e somente se, A = 12.

Solugao

(a) Seja C' o ponto médio do segmento AB.

Vv

As coordenadas dos pontos sao

A= (50) = (R0 o= (~2a) o ve(-h-2),

20’ 4a
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BC'V, temos que

BV =BC +CV".
Calculando os comprimentos dos segmentos:

[PEE-(255)-5 . -

2a 2a 2a 4da’

1
2

Portanto,
. 2 2 ——  JAA+4
gy b A A FdA logo BV = vAa@+)

T2z T 16a2 T 16a2 4a




V. Portanto, o triangulo serd equilatero se, e somente

(b) Como o tridngulo é isésceles (pela simetria da pardbola), BV =
se, BV = AB. Temos
- AA+4
BV:AB:)%:—A@\/A+4:4<:>A:12.
a a

Pauta de Correcao

Item (a)
e Escrever corretamente as coordenadas dos pontos A, B e V. [0,25]

e Calcular o comprimento do segmento BV'. [0,25]

Item (b)
e Estabelecer alguma condigao necesséria e suficiente para o tridngulo ser equildtero. [0,25]

e Jgualar as expressoes e calcular A corretamente. [0,25]

Questao 06 [ 1,00 ]

No paralelepipedo reto retangulo da figura seguinte, calcule a distancia do vértice C' ao segmento AM, sendo M o

ponto médio de C'E.

A

1
|

<5 =
S

Solugao

Inicialmente, aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo ABC, calculamos o comprimento do segmento AC"



AC® =AB° + BC” = % + (20%).
Dai segue que AC = (/5.

Analisando agora o triangulo ACM, concluimos que ele é retangulo em C' pois o segmento MC é perpendicular a face

ABCD do paralelepipedo e, portanto, perpendicular ao segmento AC' contido nesta face.

Ainda observando o triangulo retangulo ACM, o segmento CN é perpendicular a hipotenusa AM pois C'N representa a

distancia de C' a reta AM e, por defini¢do, distancia de ponto a reta é sempre perpendicular a reta.

Entao, usando o Teorema de Pitdgoras temos:

A = (20 + (1v5),

e assim

AM = 3¢.

Usando que o produto da hipotenusa pela altura correspondente é igual ao produto dos catetos temos que:

AM -CN = AC -CM,

substituindo os valores correspondentes temos que:

3¢.CN = ¢V5- 20,

logo,
20v/5

CN =
3

Pauta de corregao:
e Calcular AC corretamente. [0,25]
e Calcular AM corretamente. [0,25]
e Observar que a distancia de C' ao segmento AM é o comprimento de um segmento C'N perpendicular a AM. [0,25]

e Calcular CN. [0,25]

Questao 07 [ 1,00 ]

Determine todos os valores de x € R tais que (1 — cos? x)cos(gm_z) =1.

Solucao
Reescrevendo a equacdo da forma
(SeHQx)cos(Bzf%) _ 17

notamos inicialmente que a equagao estd bem definida para todo z € R visto que a base é um nimero real nao negativo.

Usando propriedades das exponenciais, observamos a ocorréncia de apenas duas situagoes:

(i) A base é igual a 1 e o expoente é um niimero real qualquer, ou seja, sen’z = 1 e cos (3:c - %) € R.

. . ™
Nesse caso temos sen © = +1, isto é, z = 3 + nm, n € Z.

(ii) A base é um numero real positivo e o expoente é nulo, isto é, sen®z > 0 e cos (3x — %) =0.
T . , ™ T
Nesse caso, temos 3x — 1-3 + kmw, k€ Z,isto é, x = 1 + k'g, k e Z.



Observacio: Visto que sen’z e cos (3:c - %) nao se anulam para o mesmo valor de z, a situacdo 0° nunca ocorre na equacio.

Pauta de Corregao:

e Analisar, no caso (i), a ocorréncia sen x = 1. [0,25]
e Analisar, no caso (i), a ocorréncia sen x = —1. [0,25]

e Fazer corretamente o caso (ii). [0,5]

Questao 08 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Serd formada uma fila com A homens e m mulheres, onde h > 2 e m > 1.

(a) Quantas filas distintas poderdo ser formadas, tendo um homem no final da fila?

(b) Qual a probabilidade de uma das filas do item (a) ter um homem na primeira posi¢ao da fila?

Solugao

(a) H& h possibilidades de escolha do homem para o final da fila. Em seguida devemos formar uma fila com h+m — 1
pessoas (h — 1 homens e m mulheres) que pode ser feito de (h+m — 1)! maneiras. Com isso, o nimero de filas possiveis

tendo um homem no final é igual a h- (h +m — 1)! .

(b) Para formar uma fila com um homem no final e outro no inicio, temos h possibilidades para o homem no final, h — 1
maneiras para escolha do primeiro da fila e (m+h—2)! modos de formar o restante da fila. Assim temos h(h—1)(h+m—2)!

filas com um homem em primeiro lugar e um homem no final da fila.

Portanto a probabilidade de uma das filas do item (a) ter um homem em primeiro lugar é igual a

hh—1)(h+m—2)!  (h—1)(h+m —2)! h—1

h-(h+m—1)! h+m—-Dh+m—-2! ht+tm-1"

Pauta de corregao:

Item (a)

e Calcular corretamente a quantidade de filas. [0,5]

Item (b)
e Encontrar o total de casos favoraveis. [0,25]

e Calcular corretamente a probabilidade. [0,25]



