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Questao 01 [ 1,00 ]

A secretaria de educagdo de um municipio recebeu uma certa quantidade de livros para distribuir entre as escolas do
municipio. Sabe-se que a quantidade é superior a 1000, inferior a 2000, que se dividi-los entre 7 escolas sobram 4,

entre 9 sobram 2 e entre 13 sobram 6. Encontre a quantidade de livros.

Solugao

Indicando por N a quantidade de livros, temos que

N=4mod 7
N =2mod9
N =6 mod 13

Como (7,9) =1, (9,13) =1 e (7,13) = 1, o sistema tem solugao.

Pelo Teorema Chinés dos Restos as solugoes do sistema sdo dadas por

N=117-y1 -4+91-y2-2+4 63 - y3 - 6 mod 819

onde

117y1 =1 mod 7 5y1 = 1 mod 7
91y =1 mod 9 <~ Jy2=1mod9
63ys = 1 mod 13 11ys = 1 mod 13

Os inteiros y1 = 3, y2 = 1 e y3 = 6 satisfazem as condigoes acima, portanto

N=117-3-4491-2+63-6-6 mod 819
N = 3854 = 578 mod 819.
Como 1000 < N < 2000, obtemos N = 1397.

Pauta de Correcgao:

Montar o sistema. [0,25]

e Escrever a solugao geral do sistema. [0,25]

Encontrar os valores de y1,y2 e y3. [0,25]

Encontrar a solucao pedida. [0,25]



Solucao Alternativa:

Seja X a quantidade de livros comprada pela secretaria.

Temos que X =4 mod 7, X =2 mod 9 e X =6 mod 13.

Pela primeira equagdo modular segue que X = 7k + 4, com k € Z.

Substituindo na segunda equagao vemos que 7k + 4 = 2 mod 9, somando 5 em ambos os lados temos que 7k = 7 mod 9,

ou seja, k=1 mod 9.

Logok=9n+1leassim X =Tk+4=79n+1)+4 =63n+ 11.

Colocando essa informacao na terceira equagao segue que 63n + 11 = 6 mod 13.

Isso implica que 11n = 8 mod 13. Multiplicando essa equagao por 6 temos que 66n = 48 mod 13, ou seja, n = 9 mod 13.

Assim segue que n = 13t +9 e X = 63n + 11 = 63(13t + 9) + 11 = 819t 4+ 578. Como 1000 < X < 2000, concluimos que a
resposta é X = 1397.

Pauta de Corregao da Solugao Alternativa:

e Montar o sistema. [0,25]

Substituir a primeira congruéncia na segunda e a segunda na terceira. [0,25]
e Escrever a solugdo geral do sistema. [0,25]

e Encontrar a solugao pedida. [0,25]

Questao 02 [ 1,00 ]

O cone da figura seguinte tem 3 cm de raio e 4 cm de altura, sendo d a distancia do vértice a um plano «, paralelo

a base.

Determine d de modo que as duas partes do cone separadas pelo plano o tenham volumes iguais.



Solucao

Sejam v o volume do cone pequeno, V o volume do cone grande e V; o volume do tronco do cone.

Observe que o cone pequeno unido ao tronco de cone completam o cone grande, logo

v+ Vi =V.
Queremos v = V4. logo
20=1V,
ou ainda,
v_1
Vo2

Como a razao dos volumes dos cones é igual ao cubo da razao das alturas correspondentes, temos
= (5)
2 4/

d = 2¢¥/4cm.

logo

Pauta de Correcgao:

e Observar que o volume do cone pequeno é a metade do volume total [0,25]
e Utilizar que a razao entre os volumes é igual ao cubo da razao entre as alturas. [0,5]

e Determinar corretamente o valor de d. [0,25]

Solucao Alternativa:

4 cm

Pela semelhanca entre os triangulos da figura,

) 3d
0gor = —.
4
Com isso, o volume do cone menor serd dado por

1, 1 /3d\°, 3 4
’U—gﬂ"r d—g(z) d—TG'ﬂ'd.

V:%ﬂ'~32~4:127r,

O volume total do cone é



1
e como v = §V, segue que

3 3
2 - -.1
T 671' d 5 2,
que, simplificando, nos da
d® = 32,
e assim
d = 2V/4cm.

Pauta de Correcao da Solucao Alternativa:

e Escrever corretamente r em fungéo de d. [0,25]

Obter o volume do cone menor em funcdo apenas de d. [0,25]

Calcular corretamente o volume V' do cone total e observar que v = V. [0,25]

e Determinar corretamente o valor de d. [0,25]

Questao 03 [ 1,00 ]

Sejam x e y numeros reais positivos tais que x +y = 1.

1 1
Prove que (1 + ) (1 + ) > 9.
T Y

Solugao

Como x e y sdo positivos, a inequacao é equivalente a
(x+1)(y+1) = 9zy.
Pela hipdtese x 4+ y = 1, podemos isolar y = 1 — = e, substituindo na equacao, obter a desigualdade equivalente
(z+1)2—2) =91 —2),

que pode ser reescrita como
8z —8x+2 >0,

1\ 2
— — > 0.
8<x 2) >0

A dltima desigualdade, que é satisfeita para todo valor de x, é equivalente a original. Portanto,

() 2)

ou ainda

Pauta de Correcao:
e Chegar corretamente a uma desigualdade envolvendo apenas uma das varidveis e equivalente & original. [0,5]

e Concluir que a desigualdade sempre é satisfeita. [0,5]

Solugao Alternativa 1

Como na primeira solugdo, a equagao é equivalente a

(z+D(y+1) > 9zy.



Esta ultima desigualdade pode ser simplificada para z +y + 1 > 8zy.

Agora, usando a hipétese de que = + y = 1, podemos simplificar ainda mais para 2 > 8xy, ou seja, xy < —, mas isto é

1 1
x;ry = 5 e portanto xy < 1

N

verdadeiro por causa da desigualdade das médias. De fato, /7y <

Pauta de Correcao da Solucao Alternativa 1:
1
e Chegar a desigualdade zy < 1 [0,25]
e Usar a hipétese. [0,25]

e Resolver a inequagao. [0,5]

Solugao Alternativa 2

1 1
COHIOI-I—yzlsegueque—:ﬂziq_i:f
z Y ry wy Yy

1 1 1 1 1 2
Logo (1+f) <1+7)=1+7+f+—:1+—.

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que

T+y P 1 4
> /Ty que é equivalente a — > ———.
B P yq quiv xy/($+y)2

Assim segue que

1 1 2 2.4
T+ ) (1+=)=1+Z>14+-"""_ —148=09.
( 1’)( y) Ty (x+y)?

Pauta de Corregcao da Solugao Alternativa 2:

e Chegar & igualdade <1 + l) (1 + 1) =1+ 3 [0,25]
€z Y Ty

e Usar a desigualdade das médias. [0,25]

e Concluir o que se pede. [0,5]

Questao 04 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

(a) Seja f: R =R, f(x) =ax+b. Se f(k) € Z para todo k € Z, mostre que a e b sdo inteiros.

(b) Seja f : R — R, f(x) = az? + bx + c. Se f(k) € Z para todo k € Z, podemos afirmar que a,b e ¢ sao todos

inteiros? Justifique a sua resposta.

Solugao
(a) Como f(0) = b segue que b é inteiro. Além disso, f(1) = a + b € Z temos que
a+ b= ¢, com c inteiro, entao a = ¢ — b € Z.

(b) A resposta é nao.



Considere a funcao f: R = R, f(z) = %xQ + %m

Para todo inteiro k, k(k + 1) é par, logo

f(k)=%(k2+k)=%-k(k+1)ez.

Pauta de Correcao:

Item (a)
e Calcular f(0) e concluir que b ¢ inteiro. [0,25]
e Calcular f(1) e concluir que a é inteiro. [0,25]
Item (b)
e Dar um contraexemplo. [0,25]

e Justificar que a fungdo do contraexemplo satisfaz f(k) € Z, para todo k € Z. [0,25]

Questao 05 [ 1,00 ]

Sejam ABCD um quadrado de lado 1 (uma unidade), M o ponto médio de AB, N o ponto médio de BC' e I a
intersecao de DN e C'M. Calcule a area do triangulo NIC.

C N B
]
1
M
°
D A

Solucao

Observe que os triangulos retangulos NCD e M BC sao congruentes pelo caso LAL. Consequentemente, temos ZNCI =

ZCDN. Como ZCDN e ZCND sao complementares, temos entdao que ZNCI e ZINC também o sao, logo o tridngulo NIC
é retangulo de hipotenusa C'N.

>
M




Os triangulos NIC e M BC tém um angulo em comum e cada um destes tridngulos possui um angulo reto. Assim, eles tém

dois angulos congruentes e, por isso, sdo semelhantes. A razao de semelhanga entre os triangulos NIC e M BC' é dada por

o 1 1
N5 5 1
CM 1\ 2 V5 V5
1 1 A
)
Com isso,
Area(NIC) BT 1
Area(MBC) 5
logo
Area(NIC) = éArea(MBC),
e, como
Area(MBC)*1~W-BM* LR L
2 S 2 2 4
temos
. 11 1
Area(NIC) = g . 1 = %

Pauta de Corregao:

Concluir que o triangulo NIC' é retangulo. [0,25]

e Concluir que os tridngulos NIC e M BC sao semelhantes. [0,25]

Concluir que M = 1 ou igualdade equivalente. [0,25]
Area(MBC) 5

Calcular a érea do tridngulo NIC'. [0,25]

Questao 06 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

De quantas maneiras distintas podemos escolher trés niimeros distintos do conjunto Iyp = {z € N: 1 < z < 40} de

modo que sua soma seja:
(a) um nimero fmpar?

(b) um multiplo de 3?

Solucao

(a) Temos que Iso = {1,2,...,39,40} = {1,3,...,39} U {2,4,...,40}.

20 impares 20 pares

Para obtermos um nimero fmpar, somando trés niimeros, temos duas possibilidades: trés impares ou apenas um deles

impar.

O namero de possibilidades para a escolha de 3 impares distintos é igual

20! 18-19-20

= = 1140.
37 6

34030:




Ja, o nimero de possibilidades para escolhermos dois pares e um impar distintos é

20! 19 - 20
20-C3,=20- —— =20 —=— = )
0-C2 =20 STTa] 0 5 3800

Portanto, a resposta é 1140 + 3800 = 4940.

(b) Temos que
Lo = {1,2,...,39,40} = {3,6,..,39} U {1,4,7,..,40} U {2,5,8,...,38}

13 multiplos de 3 14 da forma 3k+1 13 da forma 3k+42

Para obtermos um miultiplo de 3, somando trés ntimeros, temos 4 possibilidades: trés multiplos de 3, trés da forma
3k + 1, trés da forma 3k + 2 ou

tomando os trés de formas distintas 3k, 3k 4+ 1 e 3k + 2.

Portanto, a resposta é

Cis+ CPy + C% +13-14 - 13 = 286 + 364 + 286 + 2366 = 3302.

Pauta de Corregao:

Item (a)
e Analisar corretamente as possibilidades de escolhas dos trés nimeros. [0,25]
e Fazer corretamente a contagem. [0,25]

item (b)
e Analisar corretamente as possibilidades de escolhas dos trés nimeros. [0,25]

e Fazer corretamente a contagem. [0,25]

Questao 07 [ 1,00 ]

Mostre que, para todo ntimero natural n > 1, o resto da divisdo do polinémio z2* +x + 1 por 22 — 1 é igual a z + 2.
Solucao

Provaremos o resultado usando indugao em n.

Para n = 1 temos que z° + z + 1 = 1-(m2—1)+(x+2).

Supoe que o resultado vale para um certo k > 1, isto é,

2?* o +1=q2)(z* - 1)+ (z + 2) ou ainda z** = ¢(z)(2® — 1) + 1.

Agora vamos mostrar a validade do resultado para k + 1. De fato,

PE pr 1= 1= 2¥ o +1=2"[¢(x)@® - D)+ 1] +2+1=

2?q(z)(a® — 1)+ +a+1=[2" qx)+1] (z° - 1)+ (z + 2).

Portanto vale o resultado para todo n > 1.



Pauta de Correcao:

e Verificar que a afirmacao é vélida para n = 1. [0,25]
e Explicitar a hipétese de indugao. [0,25]

e Concluir a prova. [0,5]

Solugao Alternativa 1:
2n 2
" +z+1 = (@)"+z+1
2 —14+1)"+z+1

2 _

2 —1) q(z) +1+z+1

2

(
(
= @-D)"+nE@-D)"""++n@ -1 +1"+x+1
(
(" =1)-q(z) + (z+2)

Como x + 2 tem grau 1, é o resto da divisao.

Pauta de Corregcao da Solugao Alternativa 1:

e Escrever que 22 = 2% — 14 1. [0,25]
e Desenvolver o polinémio na forma q(z)(2z* — 1) + 2 + 2. [0,5]

e Concluir que z + 2 é o resto. [0,25]

Solugao Alternativa 2:
Sabemos que y" — 1= (y — 1)(y" " +--- +y+1). Assim,
2n 2\n
" +z+1 = ()" 4+a+1
= @) "—1+1+z+1
(

=) ()"t ) 442

Como x + 2 tem grau 1, é o resto da divisao.

Pauta de Corregao da Solugao Alternativa 2:

e Escrever a fatoragao de y™ — 1. [0,25]
e Desenvolver o polinémio na forma q(z)(z* — 1) + 2 + 2. [0,5]

e Concluir que x + 2 é o resto. [0,25]

Questao 08 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Dados a,n € N, com a > 2 impar, mostre que:

a” —1

2

(a) se é par entdao a é da forma 4k + 1 ou n é par.

a/’fl

(b) se a é da forma 4k + 1 ou n é par, entao é par.



Solugao

Solucgao (a)

Suponha que a é par e que a nao é da forma 4k + 1.

n

—1
Temos que a = 2k, com k inteiro, logo a" = 4k + 1.

Como a é impar temos que a é da forma 4k + 3.
Considerando que

(dk1 +3)(4k2 +3) =4k + 1
(k1 +1)(4dk2 +1) =4k + 1
(4k1 4+ 1)(4dko +3) =4k + 3

concluimos que n é par.

Solugao Alternativa (a):

TL_

Suponha que a é par e que a nao é da forma 4k + 1.

n

Segue que a4 = 2k, dai a” = 4k + 1 ou equivalentemente a” =1 mod 4.

Como a é impar, entdo a =3 = —1 mod 4.

Portanto n é par pois, caso contrario, terfamos " = —1 mod 4.

Solucao (b)

n
-1

Suponhamos que a é da forma 4k + 1. Como (4k1 + 1)(4kz + 1) = 4k + 1, concluimos que a” = 4k + 1, e daf a 5 = 2k,
portanto par.
Suponhamos n é par. Como a é impar temos que a é da forma 4k + 3.
Considerando que

(4k1 + 3)(4k2 +3) =4k + 1

(4k1 +1)(4dk2 +1) =4k + 1
concluimos que a™ é da forma 4k + 1. Portanto @0 _oke par.
Solugao Alternativa (b):

"—1

Suponhamos que a é da forma 4k + 1. Segue que a =1 mod 4, dai ¢ =1 mod 4. Portanto, a = 2k é par.
S%ponhamos n par. Como a é impar temos que a =1 mod 4 oua =3 = —1 mod 4. Nos dois casos, a” =1 mod 4, portanto

a

5 = 2k é par.



Pauta de Corregao item (a):

e Supor a da forma 4k + 3 (ou n impar). [0,25]
e Concluir n par (ou a é da forma 4k + 1). [0,25]

Pauta de Correcao item (b):

e Concluir o resultado quando a da forma 4k + 1. [0,25]

e Concluir o resultado quando n par. [0,25]

Outra Solugao:

a—1
2

T—1
Comegamos escrevendo a4 = < ) (@' Fa+1).

2

a—1

Vamos, primeiramente, analisar a paridade de

Como a é impar, ele é da forma 4k + 1 ou 4k + 3.

- a—1 . ~a—1 -
Se a = 4k + 1, entao = 2k é par, enquanto que, se a = 4k + 3, entao =2k + 1 é impar.
Agora, analisaremos a paridade de "~ +--- 4+ a + 1.
Sendo a > 2 fmpar, temos que a" ', ..., a sdo mpares.

. , ~ -1 ,
Assim, se n é par entdao "~ +---+a+ 1 é par.

Agora, se n é fmpar, entdo " ' +--- +a+ 1 é fmpar.

n

. a .
Finalmente, observando que é par se, e somente se,

a—1

éparoua™ '+ ---4+a+1é par concluimos que

é par se, e somente se a ¢ da forma 4k + 1 ou n é par.

Pauta de Corregao:

-1 -1
Escrever = 7 = (a 5 ) (@ '+ +a+1). [0,25]

a—1

Analisar corretamente a paridade de . [0,25]

Analisar corretamente a paridade de a” ' 4 --- +a + 1. [0,25)]

e Concluir o resultado. [0,25]



