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Questao 01 [ 1,25 ]

Determine as equacdes das duas retas tangentes & pardbola de equacdo y = x2 — 2z + 4 que passam pelo ponto
(2,-5).

Solugao
A equagdo de uma reta tangente & pardbola que passa pelo ponto (2, —5) é caracterizada por y = m(x —2) — 5 , onde m é a

inclinacao e o sistema seguinte possui solucao unica, isto é, a intersecao da reta com a parabola possui um tnico ponto.

y = 22—2x+4+4
y = m(z—2)—5

Assim, 2° — 2z +4 = m(z — 2) — 5, donde 2% — (24 m)z + 2m + 9 = 0. O sistema terd uma tnica solucio se, e somente se,
A =b*—dac=0.

Calculando A = (24 m)? — 4(2m + 9) = m? — 4m — 32, obtemos A = 0 se, e somente se, m = 8§ ou m = —4.
Portanto, y = 8x — 21 e y = —4x + 3 sao as equagoes pedidas.

Pauta de Correcao:

e Escrever a equagao de uma reta passando por (2, —5). [0,25]

Caracterizar a reta tangente. [0,25]

Concluir que o sistema tem solucdo unica se, e somente se, A = 0. [0,25]

Determinar as duas equagoes. [0,5]

Questao 02 [ 1,25 ]

Descreva a construgao, com régua e compasso, do circulo tangente a reta r e contendo os pontos A e B da figura

abaixo.

. r

Observagao: Considere conhecidas as construgoes, com régua e compasso, da mediatriz de um segmento, da média
geométrica de dois segmentos e da perpendicular a um segmento passando por um ponto dado. Estas construgoes

podem ser utilizadas sem maiores detalhamentos.



Solugao

Vamos supor o problema resolvido:

P a T

Para construir o circulo, precisamos construir, primeiramente, seu centro C. Este centro estard na intersecdo da mediatriz do
segmento AB com a reta perpendicular a r e passando pelo ponto T' de tangéncia entre r e o circulo. Com isso, se soubermos

determinar o ponto 7', o problema podera ser facilmente resolvido.

Sendo P o ponto de intersecdo entre r e a reta que passa por A e B, sabemos que
PA.PB=PT,
logo, PT é a média geométrica dos segmentos PA e PB. Com isso, podemos fazer a seguinte construgao:

1. Marcamos o ponto P de intersecao entre as retas da figura e construimos o circulo de centro P e raio a, onde a é a

média geométrica dos segmentos PA e PB (esta construgao pode, segundo o enunciado, ser feita sem maiores detalhes).
2. Tomamos o ponto 7' na interse¢ao entre r e o circulo do passo anterior, de forma que T'PA seja agudo.

3. Tragamos a reta s, perpendicular a r e passando por T' (segundo o enunciado, esta construgao pode ser feita sem maiores
detalhes).

4. Tracamos a reta m, mediatriz de AB (esta construcao pode ser feita sem maiores detalhes).
5. Marcamos o centro C' do circulo na intersecao entre m e s.

6. Construimos o circulo de centro C' e raio C' A.

Pauta de Correcgao:

Indicar (mesmo que apenas em uma figura) que o centro do circulo estd na mediatriz de AB e na reta perpendicular a

r passando por T, ou seguir claramente uma estratégia que utiliza este fato. [0,25]
e Considerar a média geométrica entre os segmentos PA e PB. [0,25]
e Tomar o ponto 7' de forma que PT seja a média geométrica entre os segmentos PA e PB. [0,5]

e Finalizar a construgao do circulo, tomando o centro na mediatriz de AB e na perpendicular a r passando por T'. [0,25]

Questao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Prove que um numero inteiro positivo n possui uma quantidade impar de divisores positivos se, e somente se,

é um quadrado perfeito.

(b) Sejam a e b nimeros inteiros positivos com (a,b) = 1. Prove que, se ab é um quadrado perfeito, entéo a e b sao

quadrados perfeitos.



Solugao

(a) Pelo teorema fundamental da aritmética, n = pit - pe?eeeppk sendo
p1 < p2 < --- < pr nUumeros primos e i, @2,..., @, nUmeros inteiros positivos. A quantidade de divisores de n é dado
por
dn) = (a1 +1) (a2 + 1) (ar +1).
(i) Se n tem um ntimero impar de divisores, entao todos os fatores de d(n) sdo nimeros impares, ou seja, a1, a2, - , Qg

sdo numeros pares. Portanto
@1 a2 ok 2
— 2 2 2
n=1\P1" P2” Py .

(i) Por outro lado, se n é um quadrado perfeito, entdo n = ¢ para algum c € Z. Isto implica que todos os a; sdo nimeros

pares e entao d(n) é impar, por ser o produto de impares.

(b) Sejam a = afl . a§2 coaf e b=0b*bJ2---b* a decomposicio destes niimeros em fatores primos distintos. O fato de
(a,b) = 1 implica que a e b ndo tem fator primo comum. Portanto a decomposigao de ab em fatores primos é

B1

_ B2 Bs . py1 . 2 Vi
ab—al oa2 :ccaS 'bl ob2 "'bt

Como ab é um quadrado perfeito, pelo item (a) a quantidade de divisores de ab é um nimero impar, isto é,
dlab) = (Br+1)- B2+ 1) (Bs+1)-(m+1)-(ra+1)-- (v +1)

é ifmpar. Logo d(a) é fmpar, d(b) é impar e novamente pelo item (a) os nimeros a e b sdo quadrados perfeitos.

Pauta de Correcao:

Item (a)
e Supor que n tem uma quantidade impar de divisores e concluir que n é quadrado perfeito. [0,25]
e Supor que n é quadrado perfeito e concluir que n tem uma quantidade impar de divisores. [0,25]
Item (b)
e Escrever corretamente a decomposi¢ao em primos de ab, usando o fato (a,b) = 1. [0,25]
e Concluir que a e b sdo quadrados perfeitos. [0,5]

Solucao alternativa para o item (b):

(b) Sejam a = afl . a§2 cvafs e b =0 -bJ2---b]* a decomposicio destes niimeros em fatores primos distintos. O fato de

(a,b) = 1 implica que a e b nao tem fator primo comum. Portanto a decomposigao de ab em fatores primos é
ab=a a2 al b b2 b)

Bs

B, Bz,,,as

Como ab é um quadrado perfeito, os expoentes §; e ; s@o todos pares. Logo as decomposicoes de a = aj* - a5 e

b=>5b]'-bj?---b/* em fatores primos distintos tém expoentes pares. Portanto os nimeros a e b sao quadrados perfeitos.

Pauta de Corregao:

Item (b)
e Escrever corretamente a decomposicao de ab em primos distintos usando o fato de que (a,b) = 1. [0,25]

e Concluiur que a e b sdo quadrados perfeitos. [0,50]



Questao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Uma permutacao de n elementos é dita cadtica quando nenhum elemento estd na posigao original. Por exemplo,
(2,1,4,5,3) e (3,4,5,2,1) sdo permutagoes cadticas de (1,2,3,4,5), mas (3,2,4,5,1) ndo é, pois 2 estd no lugar

original. O numero de permutagoes cadticas de n elementos é denotado por D,,.
(a) Determine Dy listando todas as permutagoes cadticas de (1,2,3,4).

(b) Quantas sao as permutagoes de (1,2,3,4,5,6,7) que tém exatamente trés niimeros em suas posi¢oes original?

Solucao
(a) As permutagoes cadticas de (1,2,3,4) sao 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312 e 4321.

(b) Primeiro escolhemos 3 nimeros entre 1 e 7 que ficam na posicao original, o que pode ser feito de C2 = 35 maneiras.

Devemos fazer uma permutacao cadtica com as demais 4 posigoes, e isso pode ser feito de D4 = 9 maneiras.

Portanto temos um total de C% - D, = 315 permutacdes de (1,2,3,4,5,6,7) que tém exatamente trés nimeros em suas posicoes

originais.

Pauta de Correcgao:

(a) e Listar as 9 permutacoes cadticas de (1,2,3,4). [0,5]
e Nao listar todas as permutagoes cadticas de (1,2, 3,4) mas listar pelo menos 6, sendo todas as listadas cadticas.
[0,25]
(b) e Concluir que existem 35 modos de escolher os 3 nimeros que ficardo na posigao original. [0,25]
e Concluir que cada escolha dos 3 nimeros fixados na posigao original gera Ds permutagoes cadticas. [0,25]

e Concluir a contagem 35 - Dy. [0,25]

Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Um tetraedro ABCD possui como base o triangulo equildtero BC' D, cujos lados tém medida 1. Suas faces laterais
$d0 tais que AB = AC = AD = {, com BAC = CAD = BAD = qa.

A

(a) Expresse ¢ em fungao de a.

(b) Determine, em fungao de «, a medida da altura deste tetraedro tragada a partir de A.



Solugao

(a) Considerando a face ABC, como £ = AB = AC e BC = 1, temos, pela Lei do Cossenos,
12 :£2+£272«E-£»c05a,

que implica
20%(1 — cos ) = 1,

logo
1
= .
2(1 — cos )
Com isso,
P Sy S —
2(1 — cosa)

(b) Como as faces ABC, ACD e ABD sao triangulos isésceles de vértice A, as alturas relativas a A de cada uma dessas
faces tém seus pés nos pontos médios de BC', CD e BD, respectivamente. Da mesma forma, as alturas da face BC'D,

que é um triangulo equilatero, tém pés nos mesmos pontos médios, como mostra a figura abaixo.

Assim, as projecoes das arestas AB, AC e AD sobre a base estao sobre as alturas da base, de forma que H, pé da
altura AH do tetraedro, esteja entdo no incentro/ortocentro/baricentro do tridngulo equildtero BC'D. Como a altura
V3

do triangulo BC'D tem medida *5*, temos

BH:C’H:DH:§~

Assim, como AH B é retangulo em H, temos

logo
7\ 2
Al + <—) =,
3

que nos dé

——2 1 1

A+ 3 2(1—cosa)
Com isso,

que € a altura pedida

Pauta de Correcao:

Item (a):

e Aplicar a lei dos cossenos. [0,25]



e Obter £ em funcdo de a. [0,25]

Item (b):
e Obter a distancia v/3/3 entre um dos vértices da base (B, C ou D) e o pé H da altura pedida. [0,25]
e Considerar um dos tridngulos retdngulos ABH, ACH ou ADH. [0,25]

e Encontrar a altura correta. [0,25]

Questao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Prove a relagao de Stifel: para todos n e p inteiros positivos com n > p,
cril=crtt e,

(b) Considere a sequéncia de nimeros inteiros

— (2
ay = CQ,

an=C3+---+C2.,, nx=2.

Mostre que a,, = C3_,.

Solugao

(a) Se n = p obtemos 1 =0+ 1. Suponhamos entdo n > p.

Temos que
! ! nl(n —p)+nl(p+1)
ortlyon = " o =
(p+Din—p-1!  pl(n—p) (p+Dln—p))
nl(n+1 n+1)!

(p+Din—p)!  (p+1n—p)!

(b) Para n =2 temos as = C35 + C% = 14 3 = C3, portanto a afirmacio é verdadeira.
Suponhamos a, = C%+2, para n fixo, n > 2. Vamos provar que o resultado vale para n + 1, isto é, ap41 = C§+3.

Temos que ani1 = an + Ch iy = Coy + C2 oy (hipétese de inducio).

Agora, usando a relacao de Stifel, obtemos

3 2 3
On+1 = Cn+2 + Cn+2 = Cn+3

Portanto, pelo principio de indugao, o resultado é valido para todo n > 2.
Pauta de Corregao:

Item (a)
e Provar a relagao de Stifel. [0,5]
Item (b)
e Verificar o resultado para n = 2 (base da inducdo). [0,25]

e Supor o resultado valido para n e provar para n + 1. [0,5]

Solugao alternativa para o item (a) com argumento combinatdrio:



(a) Suponha que de um grupo de n + 1 pessoas tenham que ser formada uma comissdo com p + 1 pessoas. Por definigdo
de nimero binomial segue que o lado esquerdo da igualdade é uma solugdo possivel para o problema. Por outro lado,
fixemos uma pessoa, digamos P. Vamos considerar as comissoes que contém P e as comissées que ndo contém P. O
nimero de elementos do primeiro conjunto é igual a y = C%, pois como P ja faz parte, resta escolher p entre as demais

n. J4, o nimero de comissdes sem P é igual a x = CET!. Portanto segue o resultado.

Temos entao que x +y = Cﬁﬁ.

Pauta de Corregao:

Item (a)

e Encontrar z e y. [0,25]

e Concluir que C?1] =z +y. [0,25]

Solucao alternativa para o item (b):

(b) Pela relagao de Stifel temos

Ci=0C5+C3
C3=Ci+Cf
Cé=Ci+cC2

Cr1=Ch+Cn

Clio=Cli1+Crit.

Somando-se as igualdades acima, membro a membro, obtemos que
Chya=C3+C3i+---4+Cr+Chys.

Como C3 = C% =1 segue que

Cl,=C3+C5+- +C2+C2 4.
Pauta de Corregao:

Item (b)
e Listar todas as igualdade de Stifel de 4 e n + 2. [0,25]

e Somar termo a termo e concluir a igualdade. [0,50]



Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

Uma funcao f é dita crescente em X C R se, para todos 21,22 € X com x1 < z3, tem-se f(z1) < f(x2). Sabendo

que as fungodes g(x) = x* e h(x) = b* sdo crescentes em [0, +00) para a e b reais com a > 0e b > 1,

(a)
(b)

2
prove que a fungao F(z) = (1 + %) *1 ¢ crescente em [0, 4+00);

2
encontre as solucdes nao negativas da equacao (1 + e%)” R

Solugao

(a)

Suponha z1 < x2, onde x1,z2 € [0, 00).

Como as fungodes g(z) = x* e h(z) = b® sdo crescentes em [0, +00) para a e b reais com a > 0 e b > 1, tem-se que

T1 < 22 = 17 < 25 e b < b*?

Assim, 3 < z3 (tomamos a = 2) e daf
T+ l<azi+1

Concluimos, tomando b =1 4 e“! > 1, que
(1+6x1)w§+1 < (1+ex1)x%+1 (1)

Por outro lado, tomando b = e > 1, tem-se que e*! < e*2, logo €”! +1 < e*2 4+ 1. Agora, tomando a = z% -+ 1, concluimos
que
(1 + ezl)zg+1 < (1 + 612)z§+1 (2)

Usando as desigualdades (1) e (2) concluimos, pela transitividade, que

F(z1) = (1+ eml)“”%+1 < F(z2) =1+ ewz)z§+1

Portanto, a fungdo F' é crescente.

2 2
Temos que a funcio F(z) = (1+e®)” ' & crescente , consequentemente é injetora. A equacdo (1 +e®)* ™' =2 ¢

equivalente & F(z) = 2 = F(0).

Portanto, x = 0 é a tinica solucao nao negativa.

Pauta de Correcgao:

(a)

Concluir a desigualdade (1). [0,25]
e Concluir a desigualdade (2). [0,25]

Concluir que a funcao é crescente. [0,25]

e Concluir que a fungao é injetiva. [0,25]

Achar a solugao unica. [0,25]



Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Sejam a,b,m nimeros inteiros, com m > 1 e tais que (a,m) = 1. Prove que a congruéncia axz = 1 mod m

possui solucdo. Além disso, mostre que se x1,xo € Z sdo solugdes da congruéncia, entdo x1; = xo mod m.

(b) Resolva a congruéncia 13z = 1 mod 2436.
Solugao

(a) Suponha (a,m) = 1. Segue que existem inteiros r, s tais que a-r+m-s = 1. Daf temos que ar = 1 mod m, portanto r é
solugdo. Suponha agora que x1,x2 sdo solugdes, isto é, ar1 = 1 mod m e ar2 = 1 mod m. Segue que, ax1 = are mod m,
Como (a,m) = 1, concluimos que z1 = x2 mod m.

(b) Considere a congruéncia 13 -z = 1 mod 2436.

Calculando o mdc(2436, 13) obtemos
187 |2 (11112
2436 | 13 |5 (3|21
5 3 21110

Portanto, mdc(2436, 13) = 1. Agora, usando o algoritmo euclidiano estendido, obtemos

13- 937 + 2436 - (=5) = 1

Portanto, x = 937 mod 2436.

Pauta de Correcao:

Item (a)

e Mostrar que a congruéncia tem solugao. [0,25]

e Mostrar que duas solugdes sdo congruentes médulo m. [0,25]
Item (b)

e Mostrar 13 e 2436 sao primos entre si. [0,25]

e Achar a solugao geral. [0,5]

e Achar apenas uma solugao particular. [0,25]



