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Questao 01 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Is6topos radioativos de um elemento quimico estdo sujeitos a um processo de decaimento radioativo. Com o passar
do tempo, uma amostra de tais isétopos vai se desintegrando, isto é, emitindo radiagao e se transformando em uma
amostra de atomos mais estéveis.

Sabe-se que este decaimento é de tipo exponencial, isto é, denotando por m(t) a massa de um determinado isétopo
radioativo no instante ¢, tem-se

m(t) = mg - b,

para algum 0 < b < 1, sendo mg > 0 a massa inicial. A meia vida deste isétopo, denotada T, é o tempo necessério

para que a massa m se reduza a metade de seu valor inicial.

(a) Determine b em funcao de T

(b) Determine, em fungéo de T, o tempo necessério para que m se reduza a um tergo de seu valor inicial.

Solugao

(a) Considere to o tempo inicial, isto é, m(to) = mo. Segue que mo - b*® = mo, logo to = 0.
Se T é o tempo necessario para que caia & metade a massa m de uma amostra de isétopos radioativos, a partir do

instante to = 0, temos

mo
T)=—
m(T) = "2,
logo,
m
mo - bT = 707
com isso,
1
b= 2.
2
Assim,

1
Uma outra forma de escrever a ultima relagdo acima é b =2~ T .

(b) Seja t o tempo necessdrio para que a massa de uma amostra decaia a um tergo. Temos que

mo
t) = —,
m(t) =
logo,
m
mo - bt = ?07
portanto,
1
b ==
3
e, com isso,
by -
3
Assim,
1 —1
2T =3
ou, ainda,
9T =3
Finalmente,

t
T = 10g2 37



de sorte que
t="1T -log, 3.
Assim, o tempo necessario para que a massa de uma amostra decaia a um terco é 7' - log, 3.
Pauta de Correcao:
(a) e Escrever a equacao m(T) = %2. [0,25]
o Obter b= (1) oub=2"%. [0,25]

(b) e Escrever a equagao m(t) = 52. [0,25]

t
T
Obter 27 = 3 ou (%) = % [0,25]

e Obter t = T -log, 3, ou algum valor equivalente. [0,25]

Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,75; (c)=0,25 ]

O objetivo deste problema é encontrar o nimero natural x, menor do que 1700 e que deixe restos 2, 2, 1 e 0 quando

dividido por 5, 6, 7 e 11, respectivamente. Para tanto, faga os itens a seguir:

(a) Escreva um sistema de congruéncias que tenha x como uma solugao.
(b) Determine a solucdo geral do sistema do item (a).

(¢) A partir da solucao geral do sistema, calcule o valor de x.

Solugao

(a) Temos que 0 < & < 1700 é uma solucéo do seguinte sistema de congruéncias:

X = 2 (modb5)
X = 2 (mod 6)
X= 1(modT7)
X = 0 (mod 11)

(b) Como 5,6,7,11 sao coprimos dois a dois, usaremos o Teorema Chinés dos Restos para determinar a solu¢ao geral do

sistema.
Tomamos M =5-6-7-11 =2310,M1 =6-7-11 =462, M> =5-7-11 =385, M3 =5-6-11=330e My =5-6-7 = 210.
Continuando, pondo m1 = 5,ma2 = 6,m3 = 7,mq4 = 11,¢c1 = 2,c2 = 2,c3 = 1 e c4 = 0, temos que a solugdo geral do
sistema ¢é dada por

X = Miyici + Mayaca + Msyscs + Mayaca (mod M),
onde cada y; é solugdo de M; -y =1 (mod m;), i =1,2,3,4.

Como ¢4 = 0 precisaremos determinar apenas yi1,y2 € ys onde

6-7-11y1 = 1 (mod 5) 2y1 = 1 (mod 5)
5.7-1ly2= 1 (mod 6) <= y2= 1 (mod 6)
5:6-11ys = 1 (mod 7) ys= 1 (mod 7)

Portanto, y1 = 3,y2 = y3 = 1 e, assim,
X =462-3-2+385-1-2+330-1-1= 3872 (mod 2310).

(¢) Temos que X= 3872 42310 t, com ¢ € Z. Como 0 < z < 1700, obtemos = = 3872 — 2310 = 1562 como tnica solu¢ao.
Pauta de Corregao:

(a) Escrever o sistema. [0,25]

(b) Determinar a solugao geral. [0,75]

(c) A partir da solugao geral, obter o valor de z. [0,25]



Questao 03 [ 1,25 ]

Dadas duas retas reversas r e s no espaco, definimos o angulo entre r e s como o sendo o menor angulo entre r e
s’, onde s’ é qualquer reta paralela a s e concorrente com r. Pode-se provar que este angulo nao depende da reta s’
escolhida. Na figura abaixo, as retas reversas r e s sao suporte, respectivamente, de uma diagonal do cubo e de uma

diagonal de uma de suas faces.

Calcule, de acordo com a defini¢do acima, o cosseno do angulo entre r e s.

Solucao

De acordo com a definicdo relembrada no enunciado, precisamos determinar o angulo entre r e s’, com s’ paralela a s e
concorrente com r. Ainda de acordo com o enunciado, pode-se escolher qualquer reta s’ com tais propriedades. Vamos, entao,
tomar s’ como sendo a paralela a s que concorre com r em um dos vértices do cubo, que chamaremos de A, conforme a figura

abaixo.

Note que s’ é perpendicular a AP, pois estd contida no plano da face da base do cubo, que é perpendicular & aresta vertical
AP. Além disso, como s é paralela & diagonal BD da face ABC'D do cubo, s’ também ¢é paralela a BD; por fim, como BD é

perpendicular a AC, s’ é também perpendicular a AC.

Assim, como s’ é perpendicular a (ACP), que é o mesmo plano (ACR), que por sua vez contém r. Logo, s’ é perpendicular a

r e, com isso, o cosseno do angulo do angulo entre as retas é 0.

Pauta de Correcao:

e Considerar a reta s’, ou alguma outra paralela a s concorrente com r, ou ainda alguma reta paralela a r e concorrente
com s. [0,25]

e Concluir corretamente que s’ é perpendicular a AC'. [0,25]
e Concluir corretamente que s’ é perpendicular ao plano (ACR). [0,25]
e Concluir que s’ é perpendicular a r. [0,25]

e Calcular o cosseno. [0,25]



Solugao Alternativa

Temos que s é perpendicular a PR, pois as diagonais de uma face do cubo sdo perpendiculares. Além disso, s estd contida no
plano da face PQRS e AP é perpendicular a esta face, logo s é perpendicular a AP. Com isso, s é perpendicular ao plano
que contém o quadrildtero ACRP. Entao, s é ortogonal a toda reta em ACRP, logo, ortogonal a r. Assim, sendo F o ponto

em que s intersecta ACRP e r’ a paralela a r passando por E, temos que s e 7’ formam um angulo de 90° uma com a outra.

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:

e Mostrou que s é ortogonal é AP. [0,25]
e Mostrou que s é ortogonal é ACRP. [0,25]

Mostrou que s é ortogonal a r. [0,25]

e Considerou a reta r’ e mostrou que o dngulo entre s e 7’ é de 90°. [0,25]

e Calcular o cosseno. [0,25]

Solugao Alternativa (por Lei dos Cossenos)

Denotamos por a a aresta do cubo. Prolongando a aresta C'B do cubo, obtemos o ponto E na intersegdo deste prolongamento
com s’. Vamos calcular cosf, onde 6 é a medida do angulo RAE.

Pelo caso LLL, os tridngulos SPQ e DAB da figura abaixo sdo congruentes. Além disso, como s’ é paralela a BD, e AD ¢é
paralelo a EB, o quadrildtero AEBD serd um paralelogramo. Com isso, BE = AD = a e AE = BD = a\/2.

Temos ainda, pelo Teorema de Pitdgoras, que
RE’ = RC® +CE’ = a® + (20)%,
logo RE = a/5.

O tridngulo RAF tem, entdo, lados de medidas AR = av/3, AE = a2 ¢ RE = aV/5.

Pela Lei dos Cossenos,
RE®=AE" + AR° —2-AE - AR - cos),

logo
5a° = 2a°> +3a* —2-aV2-a 3-cosb,

e, entao
0=—2-aVv2 aV3-cosb.

Com isso, cos @ = 0 (e, portanto, o angulo entre r e s’ mede 90°).

Pauta de Corregao da Solugao Alternativa (Lei dos Cossenos):

e Considerar a reta s’. [0,25]

Obter o ponto E, intersecao de s’ com o prolongamento de BC. [0,25]

Obter RE = a+/5. [0,25]

Aplicar corretamente a Lei dos Cossenos. [0,25]

e Calcular o cosseno. [0,25]



Solugao Alternativa (pelo Teorema das Trés Perpendiculares)

Na figura que aparece na solugdo anterior, considerando « o plano que contém a face ABCD, temos RC La. Temos BD || s, e
s || ', logo BD || s". Por fim, como AC LBD (pois ambos os segmentos sao diagonais da face quadrada ABCD), temos entao
AC LS.

Como RCLa, AC C «a, s’ C ae ACLs', pelo Teorema das Trés Perpendiculares, temos ARLs’, logo r1s’. Com isso, o ngulo

entre r e s é reto e, portanto, o cosseno do angulo entre r e r é 0.

Pauta de Correcao da Solugdo Alternativa (Teorema das Trés Perpendiculares):

e Considerar a reta s’, ou alguma outra paralela a s concorrente com r, ou ainda alguma reta paralela a r e concorrente
com s. [0,25]

e Concluir corretamente que s’ é perpendicular a AC. [0, 25]
e Concluir corretamente que RC' é perpendicular ao plano «, da face ABCD. [0, 25]
e Utilizar o Teorema das Trés Perpendiculares e concluir que s’ é perpendicular a r. [0, 25]

e Calcular o cosseno. [0,25]

Questao 04 [1,25 ]

Sejam (a,,) uma progressao aritmética e (by,) a sequéncia definida por b, = a2, — a2, para todo n > 1. Mostre que
(b,) é uma progressao aritmética e calcule o primeiro termo e a razao de (b,) em funcdo do primeiro termo e da

razao de (ay,).

Solucao

Sejam a o primeiro termo e r a razdo da progressao aritmética (a,).
Entao ax = a + (k — 1)r, para todo k > 1.
Além disso, para n > 1, temos que

b =a’y, —a2 =[a+nr)® —[a+ (n—1)r]* =a®+ 2anr + (nr)? — [a® +2a(n — 1)r + (n—1)*r?] =

2 2

a® + 2anr + n*r? — a® — 2anr + 2ar — n*r? + 2nr? — r? = 2ar + 2nr? —r? =
2ar + 1% 4+ (n — 1)(2r?).

Logo (by) é uma progressao aritmética com primeiro termo 2ar + 72 e razdo 2r°.
De fato, by = 2ar + 72 + (1 — 1)(2r?) = 2ar + % e, para k > 1, temos que

bir1 — be =2ar + 1> + (k+1—1)(2r%) — [2ar +r* + (k= 1)(2r*)] =2r% e
assim estd provado o resultado.

Pauta de Correcgao:
e Determinar a expressao de (bn). [0,25]
e Verificar que (b,) é uma progressio aritmética. [0,5]

e Determinar o primeiro termo de (b,). [0,25]

Determinar a razao da progressao aritmética (by,). [0,25]



Solugao Alternativa

Sejam a o primeiro termo e r a razdo da progressao aritmética (an).

Calculando a diferenga de dois termos consecutivos da sequéncia (b,) temos

2 2 2 2
bn+l - bn = ap4+2 — App1 — (an+1 - an)7

onde ap4+2 = Ant1 + 7 € Gnt1 = an + 7. Logo,

bn+1 — b, = (anJrl + 7')2 — afz+1 — [(an =4 T‘)2 - af,]

Fazendo as simplificagbes, obtemos

brt1 — bn = 2an417 — 2an7 = 2r(Ant1 — an) = 22,

Portanto, (b,) é uma progressao aritmética de razao 272,

Temos que by = a3 — a} = (a1 +7)? — a = 2a17r + r* = 2ar + 2.

Portanto, o primeiro termo de (b,) é igual a 2ar + r2,

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:

e Considerar a diferenca bn4+1 — bn. [0,25]

e Verificar que (b,) é uma progressao aritmética. [0,5]

e Determinar o primeiro termo de (b). [0,25]

e Determinar a razao de (by). [0,25]

Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a)
(b)

Qual a probabilidade de duas pessoas escolhidas ao acaso terem nascido no mesmo dia da semana?

Em um grupo de r pessoas (2 < r < 7), qual a probabilidade de haver pelo menos duas delas que tenham

nascido no mesmo dia da semana?

Observagdo: Suponha que a probabilidade de uma pessoa nascer em determinado dia da semana seja igual a 1/7.

Solugao

(a)

Escolhidas duas pessoas, o nimero de pares possiveis dos dias da semana é igual 7 x 7 = 49. O numero de casos
favoraveis, sdo os pares em que os dias de nascimento da semana sdo os mesmos, ou seja, igual a 7. Logo a probabilidade
1

7
ida é igual a — = —.
pedida é igual a 97

Solucao alternativa I

O nimero de pares possiveis em que duas pessoas nasceram em dias distintos da semana é igual a 7 x 6 = 42. Temos
entao que a probabilidade pedida é p =1 — 0=
Solucgao alternativa II

1
Escolhida uma pessoa, a probabilidade da outra ter nascido no mesmo dia da semana da primeira é p = =

O numero de casos possiveis para r pessoas é igual a 7". O ntimero de casos em que nenhuma das r pessoas nasceu no
mesmo dia da semana, isto é, o nimero de casos desfavoraveis, é igual a 7x 6 x - - - x [7 — (r — 1)]. Logo a probabilidade

pedida é

77><6><~-~><(7—(r—1)).

=1
p =




Pauta de Correcao:

(a) e Determinar o cardinal do Espaco Amostral. [0,25]

e Determinar a probabilidade. [0,25]

(b) e Determinar o cardinal do Espago Amostral. [0,25]
e Determinar a probabilidade. [0,5]

Questao 06 [ 1,25 ]

Para cada n > 0 inteiro considere o ntimero C(n) obtido pela concatenagéo das poténcias de 2, com expoentes de 0

até n, conforme exemplificado na tabela abaixo:

n 0 1 2 3 4 )
C(n) 1 12 124 | 1248 | 124816 | 12481632

Mostre, por indugao, que C(n) é divisivel por 2™ para todo n > 0.

Solugao
Observemos primeiramente que
C(1) =12 =10+2,C(2) = 124 = 12-10 + 4,C(3) = 1248 = 124 - 10 + 8,C(4) = 124816 = 1248 - 10° + 16,C(5) =
124816 - 10* + 32, C(6) = 12481632 - 10% + 64, C(7) = 1248163264 - 10® + 128, .. ..
De um modo geral,
C(n+1)=C(n)-10° 42",
onde s > 1 é o nimero de algarismos da expansio decimal de 2"+,
Agora, por indugdo sobre n, para n = 0 temos que 2° | C(0).
Suponha que 2" divide C'(n), para um certo n > 0.
Temos que C(n + 1) = C(n) - 10° 4+ 2" onde s > 1.
Como 2" divide C(n) e 2 divide 10%, concluimos que 2" divide C(n) - 10%, logo 2" divide C'(n + 1).

Portanto, C'(n) é divisivel por 2" para todo n > 0.

Pauta de Correcgao:
e Verificar que C'(n) é divisivel por 2" para n = 0. [0,25]
e Escrever C(n+ 1) = C(n)-10° 4+ 2", [0,25]

Concluir que 2" divide C(n) - 10°. [0,5]

e Concluir a prova. [0,25]

Questao 07 [1,25 ]

Seja ABC um triangulo. Se P é o pé da bissetriz interna relativa ao lado BC, prove o Teorema da Bissetriz

Interna, isto é, que

PC  AC’




Solugao

‘ P C

Trace, pelo ponto B, a paralela a reta ﬁ e marque seu ponto de intersecdo B’ com a reta jﬁ
—
Como ﬁ é paralela & reta B'B e AP é bissetriz do ZBAC obtemos

/ABB' = /BAPe/BB'A = /PAC; como /BAP = /PAC, segue que /BB'A = /ABB'.
Portanto, o triangulo B’ AB é is6sceles de base B'B, e assim AB = AB'.

. \ P
Aplicando o teorema de Tales as paralelas AP e B'B obtemos

BP AP’ AB
PC  AC  AC
Pauta de Correcgao:

e Tragar a paralela a AP e mostrar a igualdade /BB'A = ZABB'. [0,5]
e Concluir que AB = AB’. [0,25]

e Aplicar o teorema de Tales. [0,25]

e Concluir o resultado. [0,25]

Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

(a) Escreva cos(3z) em termos de cos(x).

, . . , r . . ~ . N oz P
(b) Mostre que, se um nimero racional irredutivel — (r e s inteiros nao nulos primos entre si) é raiz de um polinémio
s

P(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ -+ a1 X + ap de coeficientes inteiros, entao s divide a,, e r divide aq.
(c) Use os itens acima para mostrar que cos (20°) é um nimero irracional.

Solucao

(a)

cos(3z) cos(2z + x)

= cos(2z) - cosx — sen(2x) - senx

(cos” z —sen”z) - cosx — 2 - senx - Cos x - Senx

2
cos" T —sen"xr-cosx —2-sen T - cosx
3 2
= cos"x—3-sen"x-cosx

= cos’z—3-(1—cos’x) cosx

3
4cos”x — 3cosx.

(b) Suponha 7 e s como no enunciado, tais que — é uma raiz racional irredutivel do polinémio P(z) = anz™ + an—_12" ' +
s
-+ ai1x + ag, isto é,



Multiplicando a igualdade por s", temos que

1 2 n—2 -1
Anr" F an_ 17" s+ Far s” C +airs" " +aps” =0,

2 n—3 —2 —1
an””" = —(an—1r"" "+ aar s +airs" T +aps" 7 )s

1 2 2 -1
aps”" = —(anr" T F an_1r" s+ -+ asrs” T +as" T )

Segue que s|a,r" e rlags” e, como, (r,s) = 1 concluimos que s|a, e r|ap.

(c) Note que 60° = 3 -20°.
Por um lado, cos60° = 1/2; por outro, o item (a) fornece cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°.
Portanto, podemos afirmar que cos20° satisfaz & equacdo 4a® — 3z — % = 0, e entao que é raiz do polinébmio com
coeficientes inteiros
P(z) =8z — 6z — 1.
Pelo item (b), as (possiveis) raizes racionais de P devem pertencer ao conjunto {:I:L:I:%;I:i,:l:%}. Calculando as

imagens de cada um desses nimeros, temos

e || 1112 -1/2 | 1/4 | -1/4 | 1/8 -1/8
P) | 1]-3] -3 ] 1 |-19/8]3/8 |-111/64 | -17/64

Portanto, cos 20° ndo pode ser um nimero racional.
Pauta de Correcgao:

(a) Escrever cos(3z) em funcao de cosz. [0,25]
(b) e Concluir que s|an,r™ e r|ags™. [0,25]
e Usar o fato (r,s) =1 e concluir que s|a, e r|ao. [0,25]

(c) e Usar o item (a) para obter cos20° como raiz da polinémio
P(z) = 8z% — 62 — 1. [0,25)

e Usar o item (b) para concluir que cos 20° é um ntimero irracional. [0,25]



