AAAAAA MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
PROFMAT .
ENQ — 2018.2 — Gabarito
Questao 01 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]
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SOCIEDADE BRASILEIRA
DE MATEMATICA

(a) Sejam a,b,n € Z com n > 0. Mostre que a + b | a®" — b*".

(b) Para quais valores de a € NU {0} tem-se que a +2 | a* +2 7

Solucao

(a) Temos que a — b | a™ — b"™, para todo n natural, pois
a" —b"=(a—0b)-(a" '+ a2+ Fab" 20",
Assim a +b=a — (=b) | a® — (=b)*" = a*" — b*".

(b) Usando o item (a), temos que a + 2 | a* — 2* = a* — 16.
Como a* +2 = (a* — 16) + 18, segue que a + 2 | a* 4 2, se se somente se, a + 2 | 18.
Assim a +2 = +1,42, 43,46, +9 ou £18 , com a € NU {0}, portanto
a=0,1,4,7 ou 16.

Pauta de Correcgao:
(a) e Escrever que a — b divide a™ — b". [0,25]
e Escrever que a +b = a — (—b) divide a®" — b*™. [0,25]
(b) e Escrever que a* +2 = (a* — 16) 4 18. [0,25]
e Concluir que a + 2 deve dividir 18. [0,25]

e Determinar todos os valores de a. [0,25]

Solugdo Alternativa para o Item (a)
Vamos provar por indugao em n.
Para n = 1, temos a® — b* = (a + b)(a — b), logo (a + b) | a® — b°.

Suponha que o resultado é vilido para n = k, isto é, a®* — b = (a+10)-g. E considere

G20H1) _ p2(kt1) _ 2k 2 g2k 2

2k 2

Somando e subtraindo a e, em seguida, usando a hipdtese de indugao, temos

Q2D _p2(ktl) 2k 22k g2y 2k g2 g2k g2

— (= b?) + (a* — BB
= a®* (a+b)-(a—b)+(a+b)-q-b°
= (a+0b)-[a* (a—b)+q-b’

Portanto estd provado o resultado.

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa do Item (a)
(a) e Provar o caso n = 1. [0,25]

e Provar o caso geral. [0,25]



Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Dados trés pontos A, B e C nao colineares, faca o que se pede tendo em vista que este é um problema de Geometria

Plana.

(a) Descreva os passos de construcdo necessarios para obter, utilizando régua e compasso, as duas retas r e s que

contém C, tais que r equidista de A e B, e s equidista de A e B.

(b) Justifique a construgao anterior, isto é, explique porque os passos de construcao descritos no item (a) fornecem

realmente as retas procuradas.

Observagao: Considere conhecidas as construgoes, com régua e compasso, da mediatriz de um segmento e da paralela

a um segmento passando por um ponto dado. Estas construgoes podem ser utilizadas sem maiores detalhamentos.

Solugao
(a) Para obter a reta r que equidista de A e B e contém C"
1. Trace o segmento AB;
2. Trace a mediatriz m do segmento AB;
3. Marque o ponto M de interse¢do entre AB e m, que é o ponto médio de AB,;
4. Trace a reta m, que é a reta r procurada.
Quanto a reta s, para obté-la, basta tragar a reta paralela ao segmento AB e que contém C.

(b) Por construgao, C' pertence tanto a r quanto a s. Sendo s paralela ao segmento AB, equidista de todos os pontos da

reta fﬁ, em particular dos pontos A e B. Resta entdo mostrar que r também equidista dos pontos A e B.

Para tanto, consideremos os pontos D e F, pés das perpendiculares baixadas a partir dos pontos A e B, respectivamente,
até a reta r, conforme a figura. Agora podemos construir os triangulos AM D e BME, que sao congruentes, pelo caso
LAA,, ja que ADM e BEM s80, por construgdo, ambos retos, AMD e BME sio opostos pelo vértice e os lados AM
e BM sio congruentes, uma vez que M é ponto médio de AB. Portanto, AD = BE, de modo que r equidista de A e

B, como queriamos provar.
Pauta de Correcao:
(a) e Indicar que uma das retas é a reta s, paralela a AB passando por C. [0,25]
e Descrever corretamente os passos de construcdo da reta r. [0,25]

(b) e Argumentar que s equidista de A e B porque equidista de todos os pontos da reta jﬁ [0,25]

e Apresentar um argumento coerente provando que r equidista de A e B. [0,5]

Questao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Ser,setsao as raizes da equagao 2° + ax? + bz +c = 0, mostre que r + s+t = —a, rs+rt+st =berst = —c.

(b) Se r,s et sdo as rafzes da equacio 2° — 42 + 52 + 6 = 0, calcule o valor de 72 + s + t2.



Solugao
(a) Tem-se que z>+az’+br+c = (z—7r)(z—s)(z—t) = 23— (r+s+t)z®+(rs+rt+st)z—rst, donde r+s+t = —a,rs+rt+st =b
erst =—c.

sando o resultado do item (a), tem-se que r + s+t =4 ers+4rt+ st = 5. Segue que
b) Usand Itado do i 4 5. S
(r4+s4+1t)2? =16, 7 + s> + 1> + 2(rs + rt + st) = 16, portanto r> + s> +t* =16 —-2-5=6

Pauta de Correcgao:
(a) e Escrever o polinémio dado como (z — r)(z — s)(x — t). [0,25]
e Comparar os coeficientes e concluir o resultado. [0,25]

(b) e Aplicar o resultado do item (a) e obter as relacoes entre as rafzes. [0,25]

e Calcular o valor de 7% + 52 4 2. [0,5)

Questao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere as fungdes f : [-1,1] = R e g : R — R definidas pelas expressoes abaixo:

fit)=—t2+ \/§t+% e g(z)=+3sen x4+ %cos(Zx).

(a) Encontre os valores méximo e minimo de f e os valores reais t em que f assume tais valores.

(b) Encontre os valores maximo e minimo de g e todos os valores reais z em que g assume tais valores.

Solugao

(a) Como f é uma funcao quadrética, seu grafico no intervalo [—1, 1] é um arco de pardbola como ilustrado na figura abaixo.

=

ol g

. - . ~ . . -b

A abscissa do vértice de uma pardbola de equacio y = at? 4+ bt + ¢, denotada por t,, é dada pela férmula t, = 2g © ¢
a

o valor em que a fungdo atinge seu valor méximo ou minimo. No caso da func¢io f, como a pardbola tem a concavidade

voltada para baixo (j& que o coeficiente do termo quadrético é negativo), ¢, representa o valor no qual essa fungao atinge

V3 V3

seu valor méximo. Como ¢, = - e—-1< -5 < 1, ent@o esse é o valor no qual a funcdo assume seu valor maximo no
intervalo. Para encontrar o valor méximo basta entao calcular f(t,) = f 5 =71 Quanto ao valor minimo, este serd

um dos extremos do intervalo fechado [—1, 1], uma vez que f é mondtona crescente para t < ¢, e monétona decrescente

1 1
para t > t,. Como f(—1) = —5 = V3 < ~3 ++/3 = f(1), entdo a fungdo atinge seu valor minimo quando t = —1.

. (o .. ~ -5 1 -
Resumindo, os valores maximo e minimo da fungéo f sao 1 e —5 = 3, nessa ordem, e os valores de t em que a fungdo

- . 3
assume esses valores sdo, respectivamente, 5 e —1.



(b) Utilizando a identidade trigonométrica cos(2x) = 1 — 2 sen’z podemos reescrever a fungio g como g(z) = —sen’z +
1 1

V3sen x + 3 Fazendo sen 2 = ¢ ficamos com g(t) = —t* ++/3 ¢ + > sendo que —1 < t < 1. Desse modo, temos que

os valores maximo e minimo de g sdo os mesmos encontrados no item (a) para a fungao f. Por outro lado, os valores

de z tais que g assume seu valor médximo ou minimo sdo, respectivamente, as solugdes das equagdes trigonométricas
3
senszesenx:fl.

. (. . ~ , 5 1 -
Assim, os valores méximo e minimo de ¢ sdo também = e —= — /3, nessa ordem, e os valores de z em que a funcéo

4 2
assume esses valores sdo, respectivamente, os elementos dos conjuntos A e B dados por:

A= {meR;ng—l—Qk’ﬂoux: 2%4—2]671’,00771]{?62}
3
B = {xeR;x:?—l—QkW,comkEZ}
Pauta de Corregao:

(a) e Encontrar o maximo e o minimo de f. [0,25]

e Encontrar os valores ¢ do dominio nos quais f assume seus valores maximo e minimo. [0,25]

(b) e Encontrar o méximo e o minimo de g. [0,25]

e Encontrar os valores  do dominio nos quais g assume seus valores méximo e minimo. [0,5]

Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere a equagao diofantina linear 5z + 3y = 2018.
(a) Escreva a solucao geral em Z.

(b) Quantas solugoes existem em N U {0}?

Solucao

(a) Temos que 5-(—1)+3-(2) =1, logo 5-(—2018) + 3 - (4036) = 2018. Fazendo a divisao euclidiana de —2018 por 3,
—2018 = 3 - (—673) + 1. Substituindo na equagéo acima, obtemos

5-(—3-673+1) + 3 - (4036) = 2018
5-(1) +3- (4036 — 5 - 673) = 2018

5. (1) +3-(671) = 2018

Portanto, zo = 1 e yo = 671 é a solugdo minimal e a solugao geral em Z é dada por

r = 143t
y = 671-5¢
onde t € Z.
(b) A solugdo geral em NU {0} é dada por
r = 143t
y = 671—5¢
onde t e NU{0} e 671 — 5t > 0, logo 0 < ¢ < 134.
Portanto, existem 135 solugoes em N U {0}.

Pauta de Correcgao:
(a) e Encontrar uma solugéo particular. [0, 25]
e Encontrar a solugdo geral em Z. [0, 25]
(b) e Escrever a solugdo geral em N U {0}. [0, 5]

e Encontrar o nimero de solugoes em N U {0}. [0, 25]



Solugao Alternativa

(a) Temos que
3y = 2018 — 5z = 2016 — 3z + 2 — 22 = 3(672 — z) + 2(1 — x)

1—
y =672+ ¥
Sendo z,y sao inteiros, concluimos que 1 — x = 3¢, com ¢ € Z. Dal, obtemos a solucao geral em Z
T = 1—-3t
y = 67145t

onde t € Z.

(b) Queremos solugdes inteiras nao negativas, logo 1 — 3t > 0 e 671 + 5t > 0.

Portanto, —134 <t < 0 e assim temos 135 solugbes nao negativas.

Pauta de Corregao da Solugao Alternativa:
(a) e Encontrar a solugao geral em Z. [0, 5]

(b) e Escrever a solugdo geral em N U {0}. [0, 5]

e Encontrar o nimero de solugoes em N U {0}. [0, 25]

Questao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,50 ]

O método abaixo pode ser utilizado para para encontrar o numero de solucoes inteiras nao negativas da equagao
r1+ 22+ -+ 2z, = m, onde r e m sao inteiros positivos dados.

Vamos aplicar o método para encontrar o ntimero de solucoes inteiras nao negativas da equacao x1 +x2+x3+x4 = 6.
Representamos as solugdes como quadras de niimeros inteiros nao negativos (1,22, x3,24),2; € Z,z; 2 0. Uma
estratégia que podemos usar para contar o nimero de solucoes é representar cada uma delas num diagrama de quadras
e ruas, contando todos os caminhos que vao do ponto O até o ponto A, sendo permitido apenas dois movimentos:
subir ou deslocar para a direita. Veja na figura abaixo a representagao das solugoes (1,3,2,0) e (2,1,1,2).

Note que em qualquer solucdo temos que subir 6 quadras e fazer 3 deslocamentos para a direita. Isso corresponde

9!
ao numero de anagramas da “palavra” SSSSSSDDD. Portanto o nimero de solugbes é igual a AT 84.

4 :

1+3+2+0 2+1+1+2

(a) Utilize o método indicado acima para calcular o nimero de solugdes inteiras nao negativas da equagdo x1 +

To 4 -+ -+ x, = m, onde m e r sao inteiros positivos dados.

(b) Um mercado vende 5 tipos de frutas em caixas com 12 frutas, de um sé tipo ou sortidas. Quantos tipos de

caixas podem ser montadas?

(¢) Se o mercado do item (b) resolver colocar pelo menos uma fruta de cada tipo em uma caixa, quantos tipos de

caixas podem ser montadas?



Solugao

(a) O nimero de solugdes corresponde & quantidade de percursos num diagrama de quadras e ruas de O até A, em que

subimos m quadras e nos deslocamos r — 1 vezes para a direita, que é equivalente a contar a quantidade de anagramas
(m+r—1)!

da palavra S...SD...D eisso é igual a .
S—— m'(r — 1)'
m r—1
(b) Neste problema precisamos encontrar a quantidade de solucoes inteiras nao negativas da equacdo x1+ 2+ 3 +x4+ 5 =

12, onde cada z; indica a quantidade de frutas de cada tipo. Pelo item (a) segue que esta quantidade é igual a
(124+5-1)! 16! 1820
1215 — 1)~ 12141 ’

(c) Agora resta escolher 7 frutas para completar a caixa e assim precisamos encontrar a quantidade de solugdes inteiras nao
(T+5-1)! 11!

G YT

negativas da equacao x1 + 2 + x3 + x4 + x5 = 7 que € igual a
Pauta de Correcao:
(a) Obter a solugao da equagao. [0,25]

(b) e Escrever a equagdo que modela o problema. [0,25]

e Encontrar a solugdo da equagao. [0,25]

(c) e Escrever a equagdo que modela o problema. [0,25]

e Obter a solucao da equagao. [0,25]

Questao 07 QstId=1349 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 |

Duas esferas de raios r e R, com r < R, sao tangentes interiores, isto é, possuem apenas um ponto em comum e o

centro da esfera de raio r estd no interior da esfera de raio R.

(a) Prove que o ponto de intersegao das duas esferas é colinear aos centros destas esferas.

(b) Sabe-se que o centro da esfera menor é o ponto médio de uma das arestas de um tetraedro regular inscrito na
esfera maior. Calcule r em funcao de R.
. av6
Dica: Sendo a a aresta do tetraedro, sabe-se que R = T\[
Solugao

(a) Sejam O o centro da esfera de raio R, M o centro da esfera de raio r e P o ponto de intersec@o entre as esferas.

Supondo, por absurdo, que P, M e O nao sejam colineares, temos um triangulo OPM. Tome o ponto @), projegao de P
sobre a reta OM, e P’ tal que Q seja o ponto médio de PP’. Os triangulos OQP e OQP’ serao congruentes pelo caso LAL,
e, portanto, OP’ = OP = R. Os tridangulos MQP e MQP' também serdo congruentes por LAL, logo MP' = MP = r.

Com isso, ambos P e P’ pertencem a intersecio entre as duas esferas, contradizendo o fato de serem tangentes interiores.
Solugao Alternativa para o item(a):

Sejam O o centro da esfera de raio R, M o centro da esfera de raio r e P o ponto de intersegdo entre as esferas. O plano

«, tangente em P a esfera de raio R, é perpendicular ao raio OP.

O plano a também é tangente a esfera de raio r em P. De fato, todos os pontos da esfera menor, exceto P, sdo interiores
a esfera maior, e todos os pontos de «, exceto P, sdo exteriores a esfera maior. Assim, o Uinico ponto de intersegao entre

« e a esfera menor é P.

Com isso, o raio M P da esfera de raio r é perpendicular a a no ponto P, logo é colinear ao raio OP da esfera de raio

R. Com isso, O, M e P s&o colineares.

(b) Para que as esferas sejam tangentes interiores, o ponto P de interse¢ao entre elas é colinear aos centros O e M destas

esferas, como na figura abaixo.



Logo, r= R — MO.

Sejam A e B as extremidades da aresta que contém o ponto M, centro da esfera menor. Como M é ponto médio de
AB, AM = %. Considerando o triangulo o AOB, que é is6sceles, pois AO = AB = R, o angulo AMO ser4 reto. Assim,

aplicando o Teorema de Pitagoras a AMO, temos

MO’ +AM’ = A0°,
logo

. 2

WO (5) -

e, com isso,
2

Mo’ :RQ—%.
16R2 2
Como R = CLTG, temos a = 4—\/};, e, portanto, a® = 6? = % Com isso,
8R? 2 2 2
72_ 2 "3 278R_ 272R _Ri
MO™ =R e =R T2 =R =3 =3

logo MO = R R\/;

S

Com isso,

Pauta de Correcao:
(a) Provar corretamente, por qualquer pauta. [0,5]

(b) e Indicar que hé a estratégia de obter r fazendo r = R — MO. [0,25]
e Concluir que o triangulo AMO é reto. [0,25]
e Encontrar 7. [0,25]

Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Considere a recorréncia definida por a; = 1, as = 5 e para n > 0,

Ap+2 = DAp41 — 6ay,.
(a) Determine o termo geral da recorréncia.

(b) Quantos miltiplos de 7 hé no conjunto {a, | 1 < n < 2018,n € Z}?

Solugao

a) A equacdo caracteristica dessa recorréncia é 72 — 5r + 6 = 0, que tem solucdes r1 = 2 e o = 3. Logo a solucdo da
G G g ¢
recorréncia é da forma
an=A-2"+B-3".

De a; = 1, temos que 2A +3B =1 e de az = 5 temos que 4A +9B = 5. Assim, A= —1e B =1, o que nos d&

anp = 3" —2".



(b)

n

Precisamos calcular, para qualquer inteiro n, o resto da divisdo de 3" — 2™ por 7, isto é, 3" — 2" mod 7 e verificar

quantos valores n geram expressoes congruentes a 0.
Pelo Pequeno Teorema de Fermat, 3° = 2° =1 mod 7, logo, 3° —2° =0 mod 7 e além disso, se escrevemos n = 6q + 7,

temos que 3" — 2" = 3" — 2" mod 7. Assim, parar =1,...,5 temos

a1:31—21 = 1 mod?7
a2:32722 = 5 mod?7
a3:33—23 = 5 mod?7
(14:34—24 = 2 mod7
(15:35—25 = 1 mod?7

Com isso podemos afirmar que a, é miltiplo de 7 <= n é miiltiplo de 6. Como 2018 = 6 - 336 + 2 , concluimos que

entre 1 e 2018, ha 336 muiltiplos de 6, logo no conjunto {a1, az, ..., az01s} hd 336 miltiplos de 7.

Pauta de Corregao:

(a)

(b)

e Exibir a equagdo caracteristica e a forma geral da solugdo. [0,25]

e Utilizar os termos iniciais para encontrar os coeficientes A e B. [0,25]
e Provar que se n é multiplo de 6, entdao a, é multiplo de 7. [0,25]

e Listar os casos a1, az, ...,as. [0,25]

e Contar corretamente os multiplos de 6 entre 1 e 2018. [0,25]



