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[01] QstId=227 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Prove que, se p é primo e p # 3, entdo p? deixa resto 1 na divisao por 3.

(b) Sejam p, q,r e n primos positivos tais que n = p? + ¢% + r2. Mostre que um dos primos p, ¢, é igual a 3.

Solugao

a Considere I'iIIlO7 3 Pela diViSéO euclidiana, tem-se que
( ) pp p q
p:3s+t, COIY l)<t<2,

Como p é primo e p # 3, segue que t =1 out = 2 e assim p = 3s + 1 ou p = 3s + 2. Analisando os dois casos,
P’ =0Bs+1)>=95>+65+1=23(3s>+2s) + 1
p?=(35+2)? =95 + 125+ 4 =3(3s> +4s+1) + 1

Portanto, p> deixa resto igual a 1 na divisdo por 3.

(b) Sejam p, q,r e n primos tais que n = p? + ¢* + 2. Suponha, por absurdo, que p, ¢, # 3. Dai, usando o item (a),
n=08s1+1)+Bs2+1)+ (3sz3+1) =3(s1 +s2+s3+1)

Temos uma contradi¢ao, pois n > 3 e n é primo.

Pauta de Correcgao:
(a) e Escrever que p =3s+ 1 ou p=3s+ 2. [0,25]

e Concluir que, nos dois casos, p* deixa resto 1 na divisio por 3. [0,25]

(b) e Supor, por absurdo, que p,q,r # 3. [0,25]

Usar o item (a) para escrever n. [0,25]

Concluir a contradi¢do. [0,25]

[02] QstId=1437 [ 1,25 ]

O Teorema do Angulo Inscrito afirma que se AB e AC sao cordas de um circulo de centro O, entao a medida do
angulo inscrito ZBAC' é igual & metade do angulo central ZBOC' correspondente. Prove esse teorema no caso em

que o angulo ZBAC contém o centro O em seu interior.



Solugao

Prolongando o raio AO obtemos o diametro AD. Os triangulos AOC e AOB s#o is6sceles de bases AC' e AB, respectivamente,
logo
OAC =0CA=aeOAB=0BA=8.

Como o centro O estd no interior do angulo Bzzl\C’7 o didmetro AD divide em dois cada um dos angulos BAC e BO\C7 ou seja,
BOC = COD + BOD e BAC = BAO + CAO.

Usando o teorema do angulo externo aplicado aos tridngulos AOC e OBA obtemos COD =2a e BOD = 23. Concluimos
que,

BOC = COD + BOD = 2a + 28 = 2(a + ) = 2BAC.
Portanto, BAC = %

Pauta de Correcao:

e Concluir que os tridngulos AOC e AOB sao isésceles. [0,25]

e Concluir que os angulos das bases dos tridngulos isésceles sdo congruentes. [0,25]

e Observar que o diametro AD divide em dois cada um dos dngulos BAC ¢ BOC. [0,25]
e Aplicar o teorema do dngulo externo duas vezes. [0,25]

e Concluir o resultado. [0,25]

[03] QstId=1348 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

Sabendo que u e v sdo as raizes reais da equacdo x2 + bx + ¢ = 0, onde b, ¢ € R, encontre:

(a) Uma equacio do segundo grau, com coeficientes dados em funcio de b e ¢, que tenha como raizes u? e v2.

(b) Uma equagao do segundo grau, com coeficientes dados em fungao de b e ¢, que tenha como raizes u® e v3.

Solugao

Note que se u e v sio raizes da equacio 22 + bz +c¢ =0, entdo u+v = —b e uv = c.

(a) Pelas relagdes acima segue que

u? + 0% = (u+v)? = 2uv = b — 2c e u?0? = (w)? = 2.

Logo u® e v? sdo rafzes da equagao do segundo grau z2 4 (2¢ — b*)x + ¢* = 0.

(b) Agora temos que u® + v® = (u 4 v)® — 3uv(u 4+ v) = —b> — 3¢(=b) = —b> + 3bc e ©Pv® = (wv)® = A,

Logo u® e v® sdo rafzes da equacdo do segundo grau z° + (b*> — 3bc)z + ¢* = 0.



Pauta de Correcao:

(a) e Observar que u+v=—beu-v=c. [0,25]

e Expressar u? 4 v® em funcdo de b e de ¢. [0,25]

Achar a equagao pedida. [0,25]
(b) e Expressar u® 4 v* em funcdo de b e de ¢. [0,25)
e Achar a equagao pedida. [0,25]

Solugao Alternativa

Seja w uma raiz da equacéo z2 + bz + ¢ = 0.

(a) Como u® +bu+ ¢ =0 entdo —bu = u” + ¢, logo (—bu)? = u* + 2cu® 4 ¢*. Portanto u* + (2¢ — b*)u® + ¢* = 0. Segue-se

que u? é raiz da equagéo 22 + (2¢ — b)x + ¢* = 0.

(b) Tem-se que (—bu)® = (u? +¢)® = u® + 3uc(u? 4 c) + ¢ = u® — 3bcu® + ¢ Portanto u® + (b — 3bc)u® 4 c* = 0. Segue-se

que u? é raiz da equagio z* + (b — 3bc)z + ¢ = 0.

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:

(a) e Escrever —bu = u’ + c. [0,25]

Desenvolver e obter b*u? = u* + 2cu® + 2. [0,25]

Achar a equagao pedida. [0,25]

=
=
[ ]

Desenvolver (—bu)® = u5 + 3cu®(u® + ¢) + ¢ = u® — 3bcu® + ¢*. [0,25]
e Achar a equagao pedida. [0,25]

[04] QstId=1420 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

(a) Determine o ntiimero de solugdes inteiras ndo negativas da equago x +y + z +t = 98.

(b) Determine o nimero de solugdes inteiras ndo negativas da inequagao = +y + z < 98.

Solucao

(a) Cada solugao da equac@o x + y + z + t = 98 pode ser representada por uma fila de 98 sinais + e 3 sinais | que separam as

incégnitas. Além disso, cada fila desta forma corresponde a uma solugao da equagao. Por exemplo, + + ...+ |+ + ...+ ||+ + ...+
——— N —

29 37 32
corresponde & solugao (29, 37,0, 32).

Para contar a quantidade de tais filas, basta escolher 98 dentre os 984+-3=101 lugares para colocar os sinais de +. Isso pode
101!
8!3!

ser feito de CS; maneiras, ou seja, 93131 — 166.650 sao as solucdes da equagao x +y + z +t = 98.

(b) Em cada solugao inteira ndo negativa de x4+ y + z < 98 definimos a folga da solugao por t = 98 — (z +y + z). Assim, existe
uma correspondéncia biunivoca entre as solucdes inteiras nao negativas de x + y + 2z < 98 e as solugoes inteiras nao negativas
dex+y+2z+t=98.

Portanto o ntimero de solugdes inteiras nao negativas de  + y + z < 98 € igual a 166.650.

Pauta de Correcao:

(a) e Representar as solugoes através de dois simbolos colocados em fila. [0,25]

e Identificar uma técnica de contagem adequada (combinagao simples ou permutagao com repetigdo) para encontrar

o numero de solugdes. [0,25]

e Obter a resposta correta. [0,25]



(b) e Observar que o nimero de solugdes da inequac@o coincide com o nimero de solugdes da equagdo. [0,25]

e Obter a resposta correta. [0,25]

Pauta Alternativa de Corregao para o item (a):

e Identificar a combinagdo com repetigdo como técnica de contagem. [0,5]

e Realizar as contas corretamente. [0,25]

[05] QstId=1453 [ 1,25 ]

Vocé tem dinheiro aplicado & taxa de 10% ao més. Suponha que, com esse dinheiro, deseja comprar um bem e vocé

tem duas opgoes de pagamento:

(I) A vista no valor de R$ 3.500,00.

(IT) Em 2 prestacoes mensais fixas de R$ 2.000,00, vencendo a primeira um més apds a compra.

Qual das opgoes é a mais vantajosa financeiramente?

Solucao
Considere a data da compra a vista como sendo a data zero. Tomando o valor de cada prestagdo para a data zero com a taxa
de 10%, teremos um total de

2000 . 2000 2000 (1,1) + 2000 4200 )
- = ~  3471,07 3500.
L1 (1,1)2 (1,1)2 1,21 ) que é menor que

Logo a opgao (IT) é a mais vantajosa .

Pauta de Correcgao:

e Determinar o valor da prestacao ou o valor & vista em alguma data. [0,25]
e Calcular o somatdério das prestagoes em alguma data. [0,25]
e Comparar o somatério com o valor & vista na mesma data. [0,25]

e Concluir corretamente a melhor opgao. [0,5]

Solugao Alternativa

Digamos que vocé tem os R$ 3500,00, mas opta pela opcao (II).

Assim, apds um més vocé terd 3500 + 10% - 3500 = 3850 reais. Vocé paga a primeira parcela de R$ 2000 e ainda sobram 1850

reais.

Apds mais um més, havera 1850 + 10% - 1850 = 2035 reais na conta. Logo vocé paga a segunda parcela e sobrarao 35 reais.

Portanto a opgao (II) é a mais vantajosa.

Pauta de Correcao da Solucao Alternativa:
e Concluir que o valor & vista, apds um més, valerd 3850 reais.[0,25]
e Deduzir a primeira prestagdo e obter 1850 reais. [0,25]

e Calcular o valor da aplicagao de 1850 reais, apés um més. [0,25]

Concluir que, apds pagar a segunda prestagao ainda sobrardao 35 reais reais e escolher a segunda opgao. [0,5]



[06] QstId=1457 [ 1,25 ]

O copo em forma de tronco de cone circular reto representado na figura esta apoiado em uma superficie perfeitamente
horizontal e tem as seguintes medidas: raio da base superior igual a 5 cm, raio da base inferior igual a 3 cm e altura
igual a 12 cm. Se esse copo estd preenchido com agua até a altura de 9 cm, pergunta-se: é possivel transferir toda
a agua contida em um outro copo de 200 mL, completamente cheio, para o copo que aparece na figura sem que este

transborde?

Informacao: O volume V de um tronco de cone cujos raios das bases sao R e r e cuja altura é h é dado por

h
V= 71-?(RQ + Rr +1r?).

Solugao
Efetuando um corte transversal passando pelos centros A e D das circunferéncias da borda e da base do copo obtemos uma figura
como a representada abaixo, na qual estdo representados o trapézio ABCD, cujas bases AB e CD medem, respectivamente, 5

cm e 3 cm e cuja altura mede 12 cm e o trapézio PQCD, cuja base PQ mede a e a altura mede 9 cm.

A E B

P T = |Q
12

9

D 3 C

Tracando uma paralela a AD passando por C obtemos os pontos E e T de intersecdo desta paralela com os segmentos AB e
PQ. Chamaremos de z a medida do segmento TQ. Note que a = 3 + .

Para saber se o copo ird ou nédo transbordar ao acrescentarmos 200 mL de dgua precisamos calcular a capacidade da parte
vazia do copo, isto é, o volume do tronco de cone de altura AP = 3 cm e raios das bases a cm e 5 cm. Resta-nos entao a
tarefa de encontrar o valor de a. Para tanto, basta descobrirmos o valor de x, considerando a semelhanga entre os triangulos

BCE e QCT. Assim temos:

Assim, concluimos que a = 4,5 ¢m e, utilizando a férmula fornecida para o cdlculo do volume V' do tronco de cone concluimos

que:



V= 3%(52+5x4,5+(4,5)2)
V = m(25 4 22,5 + 20, 25)
V ~ 3,14 x 67,75
V ~ 212,735 em?®.

Desta forma, como o volume da parte vazia do copo é de aproximadamente 212,735 em® = 212,735 mL > 200 mL, chegamos

a conclusao de que é possivel acrescentar mais 200 mL de dgua no copo sem que este transborde.

Pauta de Corregao:
e Representar o corte transversal do copo por meio de uma figura. [0,25]
e Encontrar o raio da circunferéncia que representa a superficie da dgua contida no copo inicialmente. [0,5]
e Calcular o volume da parte vazia do copo. [0,25]

e Concluir que é possivel acrescentar mais 200 mL de dgua no copo sem que este transborde. [0,25]

[07] QstId=1465 [ 1,25 ]

Considere duas progressoes aritméticas, de razoes nao nulas:
(ar,a9, ... an,...) € (b1,ba,....bpn,...)

Mostre que existe uma, e somente uma, fungao afim f : R — R, tal que

flar) = b1, f(a2) = b2, ..., f(an) =bp,....

Solugao

Sejam 7 e s, respectivamente, as razoes das progressoes aritméticas
(a1,a2,...,an,...) € (b1,ba,...,bn,...).
Unicidade: Considere uma fun¢io afim f(z) = mx + n tal que f(a1) = b1 e f(a2) = ba. Entéo,
m-ai +n=b
{ m(a1+7)+n=>b +s.
Resolvendo o sistema, obtemos m = ; en = b — ;al' Portanto, existe uma unica fun¢ao afim f(z) = ma + n tal que

fla1) = b1 e f(a2) = ba.
Existéncia: Agora basta verificar que a fungao afim f(x) = ;x + (bl - §a1> é tal que f(an) = by, para todo n > 1.
Temos que a, = a1 + (n — 1)r e b, = b1 + (n — 1)s e assim

flan) = ;(m +(n—-1r)+ (b1 — ;al) = ;al +(n—1)s+b — ;al =b,

Pauta de Correcgao:
e Considerar uma funcao f(x) = mz + n tal que f(a1) = b1 e f(az2) = ba. [0,25]
e Calcular m e n. [0,25]
e Escrever os termos gerais das duas sequéncias. [0,25]

e Mostrar que f(an) = by, para todo n > 1. [0,5]



Solugao Alternativa

Sejam r e s, respectivamente, as razoes das progressoes aritméticas
(a1,a2,...,an,...) € (bi,b2,...,an,...)
Existéncia: O grafico de uma fungao afim é uma reta. A equagao da reta que passa pelos pontos (a1,b1) e (az,b2) é dada por

by — b by+s—b
F@)=bi 4+ 2 (g —ay) = by 4 A0

az — ai ai +r—a
Vamos mostrar que f(an) = bn, para todo n > 1.

(r—a1)=0b1 + ;(x —aq)
Temos que a, = a1 + (n— 1)r e by = b1 + (n — 1)s e assim

Flan) = b +§(a1+(n71)r7a1) =by + (n—1)s = b,

Unicidade: Considere g(z) = mz + x uma funcéo afim tal que g(an) = by, para todo n > 1. Como g(a1) = b1 e g(az) = by

temos que
m-a; +n=b
m-as +n=bs
ba — b
Obtemos assim, m = 27 8 en:bl—ﬁal.
a2 — ay T T
Logo temos que g(x) = S + by — §al =0 + f(:zc —a1) = f(z), para todo x real. Portanto g = f.
r r r

Pauta de Corregao da Solugao Alternativa:
e Encontrar a fungdo f(x) = b1 + f(m —a1). [0,25]
r

e Escrever os termos gerais das duas sequéncias. [0,25]

Mostrar que f(an) = by, para todo n > 1. [0,25]
e Considerar uma funcao afim g tal que g(an) = bn, para todo n > 1. [0,25]

e Mostrar que g = f. [0,25]

[08] QstId=1468 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Mostre que se a,b e ¢ sdo inteiros tais que a | (b+¢) e a | b, entdo a | c.

(b) Determine os niimeros primos tais que p divide 3P 4 382.

Solucao

(a) Temos que existem k e £ € Z tais que b+ ¢ = ak e b = al. Logo
d+c=ak < c=ak—al <= c=alk—1).

Portanto, a | ¢ .

(b) Como p é primo, pelo Teorema de Fermat, temos que p|(37 — 3).
Escrevendo 3P 4 382 = 3 — 3 + 385, concluimos que p|(3F + 382) se, e somente se, p|385 =5-7-11. Portanto p =5, 7

ou 11.

Pauta de Correcao:
(a) e Escrever as hipéteses sob a forma de igualdades. [0,25]

e Provar o resultado. [0,25]

(b) e Observar, usando Fermat, que p divide 37 — 3. [0,25]

Calcular os valores de p. [0,5]



