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Questao 01 [1,25 ]

Determine um ntimero inteiro entre 1200 e 1400 que deixa restos 2 e 6 quando dividido, respectivamente, por 11 e 13.

Solucao
Queremos determinar uma solugao inteira x, 1200 < = < 1400, do seguinte sistema de congruéncias:

X =2 mod 11
X =6 mod 13

Como (11,13) = 1, podemos aplicar o Teorema Chinés dos Restos para obter a solugao geral.
Considere M =11-13 =143, M1, =13 e My = 11.

A solugao geral é dada por X = Miyic1 + Mayace + 143t,com t € Z, onde
c1 = 2,c2 =6 e y1,y2 sao solugdes das congruéncias Miy: =1 mod 11, Mays =1 mod 13.

Temos que
13y1 =1 mod 11 < 2y; =1 mod 11
11y =1 mod 13 < —2y» =1 mod 13

com solugoes y1 = 6 e y2 = 6.
Assim, X =13:6-2+ 1166 + 143t = 552 + 143t¢.
Como procuramos uma solucao x, 1200 < z < 1400, obtemos t = 5 e z = 1267.

Pauta de Correcao:
e Escrever o sistema de congruéncias. [0,25]
e Escrever a forma da solugdo geral. [0,25]
e Achar a solucao geral. [0,5]

e Achar a solugao particular. [0,25]

Solugao Alternativa
Queremos determinar uma solugao inteira x, 1200 < z < 1400, do seguinte sistema de congruéncias:

X =2 mod 11
X =6 mod 13

Temos que a solugdo da primeira congruéncia é dada por X = 2 + 11¢. Substituindo na segunda congruéncia obtemos
24+ 11t =6 mod 13.
Como,

2411t =6 mod 13 11t =4 mod 13 —2t =4 mod 13
—2t=4 mod 13& —12t=24=11 mod 13 & ¢t =11 mod 13
Assim segue que, t = 11 + 13k e X = 2+ 11(11 + 13k) = 123 + 143k, com k € Z.
Como procuramos uma solugdo z, 1200 < = < 1400, obtemos k = 8 e x = 1267.
Pauta de Correcao da Solugao Alternativa:
e Escrever o sistema de congruéncias. [0,25]
e Resolver uma das congruéncias e substituir a solu¢ao na outra. [0,25]

e Achar a solugao geral. [0,5]

Achar a solugao particular. [0,25]



Outra Solucao Alternativa
Queremos determinar uma solugdo inteira X, com 1200 < X < 1400 tal que X = 1lz +2 e X = 13y + 6.

Entao temos a equagido diofantina linear 11z — 13y = 4 que tem como solugdo particular z = —2 e y = —2.
Como (11,13) =1, a solugao geral é x = 13t — 2,y = 11t — 2, com ¢ € Z.

Assim segue que X = 11(13t — 2) + 2 = 143¢ — 20.

Logo temos que 1200 < 143t — 20 < 1400 <> 1220 < 143t < 1420 e entao t = 9.

Portanto X = 143 -9 — 20 = 1267.

Pauta de Correcao da Outra Solugcao Alternativa:
e Escrever a equagdo diofantina linear. [0,25]
e Encontrar a solugdo geral da equac@o diofantina linear. [0,5]
e Achar a solucio geral para X. [0,25]
e Achar o valor de X. [0,25]

Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

Para cada sentenga abaixo, diga se ela é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) Existe um nimero real x tal que 52 +7 <2 —xz < Tz + 8.

2
T +4x+3>

b) Se £ é um numero real tal que x > 3, entao > 0.
(b) d 22 —4x +3

(c) Para todo nimero real z, tem-se que x < 1 = 2% < 1.

Solucao

(a) Temos que
hr4+7<2—x<Tx+8 <+ dr+T7<2—=x e 2—rx<Tr+8

<~ x < —§ e x > —§
6 4’
. .5 3
Portanto, a sentenca é falsa, pois % < 1
(b) Como z > 3, temos que z2 4 4x 4+ 3 > 0 ¢ assim
2 +4x + 3 2

> —4 .
R —— 0 << =« r+3>0

Considerando que z° — 42 +3 >0 «= (z — 1)(z — 3) > 0, concluimos que, se z > 3 entdo (z — 1)(x — 3) > 0.
Portanto, a sentenca é verdadeira.

(c) A sentenca é falsa pois para © = —2 temos que

—2<1 e (=2%>1.

Pauta de Correcgao:
(a) e Escrever que 52 + 7 <2 —xz < Tz + 8 é equivalente a5z +7<2—z e 2— 1z < Tz + 8. [0,25]
e Resolver as duas inequagoes e concluir que a sentenga é falsa. [0,25]
(b) e Observar que, como z > 3, a inequacgdo é equivalente a 2® — 4z + 3 > 0. [0,25)
e Concluir que, como = > 3, a sentenga é verdadeira. [0,25]

(c) Justificar que a sentenga é falsa exibindo um valor de z que néao verifica a implicagdo. [0,25]



Questao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,25; (d)=0,25 ]

Seja D um ponto no interior de um triangulo equildtero ABC de lado £ tal que AD =71, BD = 8@ = 5. Considere
um ponto F no exterior do tridngulo ABC, conforme a figura, tal que o angulo DCE = 60° e CD = CE.

C

a) Mostre que os triangulos ACE e BCD sao congruentes.

(
(b

)

) Determine os comprimentos dos segmentos AE ¢ DE.
(¢) Encontre a medida do angulo AED.

)

(d) Encontre o valor de £.

Solucao

(a) Como DCE = BCA = 60°, entdao BCD = BCA — DCA = 60° — DCA = DCE — DCA = ACE e, ji que AC = BC,
pois ABC' é equildtero, e CE = CD, por hipdtese, concluimos pelo caso LAL, que os triangulos ACE ¢ BCD séao
congruentes.

(b) Pela congruéncia provada no item (a) temos que AE = BD = 8. Além disso, como CD = CE =5 e DCE = 60°, segue
que o triangulo DCFE é equilatero e, portanto, DE = 5.

(c) Seja AED = a. Aplicando a lei dos cossenos no tridangulo AED temos que AD?=AE*+DE’-2-AE -DE - cosa.
Segue daf que 49 =64 +25 —2-8-5-cosa e entdo cosa = 0,5. Portanto AED = o = 60°.

(d) Usando o fato, ja concluido no item (b), de que CDE é equildtero e o resultado provado no item (c), temos que
AEC = 120°. Aplicando a lei dos cossenos no triangulo AEC segue que

AC> =AE>+CE’ —2.4AE-CE - cos 120°.

Logo temos que £ = 64 +25 —2-8-5-(—=0,5) = 129.
Portanto £ = /129.

Pauta de Correcao:
(a) Provar a congruéncia dos triangulos ACE e BCD. [0,25]
(b) e Determinar o comprimento do segmento AE. [0,25]
e Determinar o comprimento do segmento DE. [0,25]
(¢) Encontrar o valor de AED usando a lei dos cossenos. [0,25]

(d) Encontrar o valor de £ usando a lei dos cossenos. [0,25]



Questao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Dizemos que dois polinémios p(X) e ¢(X) sdo tangentes para X = r quando a diferenga p(X) — ¢(X) é divisivel por
(X —1)2

(a) Mostre que p(X) = aX? +bX +ce q(X) = (2ar + b)X + (c — ar?) sdo tangentes para X = r.

(b) Seja p(X) = apX™ + -+ a2 X? 4+ a1 X + ap, em que n > 2 e a; # 0. Encontre o polinémio de grau 1 que é
tangente a p(X) para X = 0.

Solugao

(a)

p(X)—q(X) = aX’4bX +c— ((2ar +b)X + (¢ — ar?))
aX? 4+ bX +c— (2ar +b)X — (¢ — ar®)
aX?+ (b— (2ar +b)X + ¢ — (¢ — ar’)
= aX?-2arX +ar®
= a(X —r)

Logo (X —r)? divide p(X) — ¢(X).
(b) Seja ¢(X) = mX + n. Queremos encontrar m,n € R de forma que X2 divida p(X) — ¢(X).
p(X)—q(X) = aX"+---+aX?+arX +ao— (mX +n)
an X"+ 4 aX?+ (a1 —m)X +ao—n
Xz(aanf2 +-+az3X +az2)+ (a1 —m)X +ao —n.

Como o resto 7(X) = (a1 — m)X + aop — n nesta expressao deve ser identicamente nulo, concluimos que a1 = m e que
ap = n, ou seja, ¢(X) = a1 X + ao.

Pauta de Correcgao:
(a) e Escrever o polindémio p(X) — ¢(X). [0,25]
Fatorar o polinémio p(X) — ¢(X). [0,25]
(b) e Escrever o polinémio p(X) — ¢(X). [0,25]
e Mostrar que o resto é r(X) = (a1 — m)X + ap —n. [0,25]

Concluir que o resto é identicamente nulo e mostrar ¢(X). [0,25]



Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Quais s@o os possiveis restos da divisdo do quadrado de um nimero inteiro por 5?

(b) Uma tripla pitagdérica é uma tripla de inteiros positivos a,b e ¢ tais que a? + b* = 2.

mostrar que em toda tripla pitagdrica sempre ha um multiplo de 5.

Use o item (a) para

Solugao

(a) Todo numero inteiro deixa resto 0, 1, 2, 3 ou 4 quando dividido por 5. Desta forma, se n é um inteiro qualquer, temos
uma, e apenas uma, das seguintes situacoes:

n=0mod 5= n’=0mod 5
n=1mod 5= n’=1mod 5
n=2mod 5= n’>=4mod 5
n=3mod 5= n’>=4mod 5
n=4mod 5= n’=1mod 5
Isto é, um quadrado perfeito deixa resto 0, 1 ou 4 quando dividido por 5.
(b) No caso em que um dos inteiros a ou b é miltiplo de cinco, ndo hd o que provar. Suponhamos entdo que nem a nem b
sejam multiplos de 5. Entao, deve ocorrer uma das possibilidades abaixo:
a?>=1modbeb’ =1mod 5= a’>+b>=2mod 5= ¢* =2 mod 5
a>=4modbeb’=4mod 5= a>+b>=8mod 5= ¢> =3 mod 5
a>=1modbeb’*=4mod 5= a?>+b>=5mod 5= c®*=0mod 5
a>=4modbeb’=1mod 5= a’>+b>=5mod 5= c*=0mod 5
Pelo item (a) sabemos que os dois primeiros casos s@o impossiveis, j4 que os restos da divisao por 5 ndo podem ser 2

nem 3 e os dois tltimos casos significam que ¢?, e portanto ¢, é miltiplo de 5. Isso mostra que deve haver sempre um
multiplo de 5 entre os inteiros a, b e c.

Pauta de Correcao:
(a) e Observar que os inteiros podem ser divididos em classes conforme o resto da divisdo por 5. [0,25]
e Encontrar os possiveis restos da divisdo por 5 elevando ao quadrado os representantes de cada classe. [0,25]
(b) e Listar todos os casos possiveis. [0,25]

e Argumentar, com base no item (a), que os casos (1) e (2) s@o impossiveis. [0,25]

Argumentar que os casos (3) e (4) implicam que ¢ é miltiplo de 5. [0,25]



Questao 06 [1,25]

Um poliedro é dito inscritivel se existir uma esfera que passa por todos os seus vértices. Mostre que um prisma reto
cuja base é um poligono regular é um poliedro inscritivel.

Solugao
Seja A1 As...A, o poligono regular de uma das bases do prisma. Como este prisma é reto, a outra base serd o poligono A} A5... A/,
congruente a A;As...A, e tal que os lados correspondentes 4;A;+1 e AjAj,; sao paralelos.

A base AjAs...A, é regular, logo, podemos considerar o centro O do circulo C, de raio r, que circunscreve este poligono. Como
a outra base, A} A5... A, é congruente a A As...A,, ela serd inscritivel em um circulo C’, de mesmo raio r e centro O’. Como o
sélido em questdo é um prisma, os planos que contém as bases sdo paralelos, e, como este prisma é reto, o segmento OO’ serd
perpendicular a estes planos, e paralelo as arestas A; A}.

Seja M o ponto médio de OO’. Cada triangulo MOA; é retangulo com catetos de medidas MO e r. Como isso, todos estes

tridngulos sdo congruentes, e, consequentemente, MA; = MAs = ... = MA,. Da mesma forma, cada tridngulo MOA) é
retangulo com catetos de medidas MO’ = MO e r, logo, MA} = MAL = ... = MA, = MA, =...= MA,.
Assim, M é o) centro de uma esfera que passa por todos 0s vértices

A, ., An, AL L, AL tendo os segmentos M A; e M A} como raios.

Pauta de Correcao:
e Apresentar, mesmo que s6 em um desenho, o segmento que une os centros dos circulos que circunscrevem as bases. [0,25]

e Afirmar que a esfera que circunscreve o prisma tem centro em M, ponto médio do segmento do item de pauta anterior.
[0,5]

e Mostrar que todos os segmentos que unem M aos vértices do prisma sdo congruentes. [0,5]

Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

2b
Seja f: (0,+00) = R, f(x) = ax* + pox onde a e b sdo nimeros reais positivos.

(a) Calcule f | ¢ Z

(b) Use a desigualdade das médias para provar que o valor encontrado no item anterior é o valor minimo de f.

Solugao

(a)

4 2/3
) =a(§/0) + 2 =l B s g 2t 3,
a a 3 2 a2/3 pi/3
6

(b) Como a,b e x sao positivos segue, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (MA > MG), que

f(x)_“x4+212)—“x4+bz+Z>3W—3m—f<§/€>,
x T z z? a

Pauta de Corregao:

(a) e Encontrar o valor 3v/ab? . [0,5]
(b) e Usar a desigualdade das médias com trés termos de modo a obter o resultado. [0,5]

Concluir que 3V/ab? é o valor minimo. [0,25]



Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Um 6nibus possui 32 poltronas distribuidas em 8 fileiras, ou seja, quatro em cada fileira, duas em cada lado do
corredor. Pergunta-se:

(a)

(b)

Se forem os primeiros a entrar no 6nibus, de quantas formas uma crianga e seus dois responsaveis podem ocupar
trés poltronas do 6nibus de modo que todos fiquem na mesma fileira e um dos adultos fique ao lado da crianga,
sem que esteja separado pelo corredor?

Se outras 29 pessoas ja entraram no 6nibus, ocupando as poltronas de forma completamente aleatoéria, deixando
apenas 3 poltronas livres, qual a probabilidade de que seja possivel os trés se sentarem da forma estabelecida
no item anterior?

Solugao

(a)

Ao entrar no 6nibus vazio a crianca tem 32 duas possibilidades de escolha. Depois que a crianga estiver sentada deve-se
decidir qual dos responsaveis sentara ao seu lado, para o que ha 2 possibilidades. Estando um dos responsaveis sentado
ao lado da crianga, o outro deverd entao escolher uma dentre as 2 poltronas restantes na mesma fileira. Considerando
estas trés etapas (escolha da crianca, escolha do responsavel ao seu lado e escolha da poltrona do outro responsével) e
aplicando a elas o principio fundamental da contagem (PFC) podemos concluir que hd 32 x 2 x 2 = 128 configuragdes
de ocupagao das trés poltronas pela crianga e seus responsaveis que atendem as condigbes do enunciado.

Para encontrar a probabilidade de haver uma configuragdo que atenda ao item (a) devemos calcular o ntimero de
configuragoes do espago amostral que atendem a essas condigoes e dividir esse nimero pelo total de configuracoes do
espago amostral. Para encontrar o total de configuragoes basta notar que precisamos escolher quais serao as trés poltronas
32!

3! 29!
sdo aquelas nas quais as trés poltronas livres estdo todas na mesma fileira. Assim, para encontrar o total de configuracées

desejadas, basta escolhermos uma dentre as 8 fileiras existentes e, a seguir, qual dentre as 4 poltronas da fileira escolhida

estard ocupada, totalizando, pelo PFC novamente, 8 x 4 = 32 possibilidades. Portanto, a probabilidade procurada é
32 8 x4

4960  32x31x5 155

vazias dentre as 32, o que corresponde a Cay = =32 x 31 x 5 = 4960 configuracoes. Ja as configuragoes desejadas

Pauta de Corregao:

e Concluir que ha 32 possibilidades de escolha para a crianga ou concluir que apds a crianga se sentar ha 2 x 2 =4
possibilidades de escolha para os responséveis ou concluir alguma contagem parcial correta. [0,25]

e Concluir que hé, no total, 128 possibilidades. [0,25]

e Concluir que hd C% = C3, = 32 x 31 x 5 = 4960 casos possiveis, que correspondem a todas as maneiras possiveis
dos 29 passageiros se sentarem aleatoriamente no 6nibus. [0,25]

e Concluir que ha 8 x 4 = 32 casos favoraveis, que correspondem aos casos possiveis em que uma fileira terd trés
lugares vagos. [0,25]

e Calcular a probabilidade como a razio entre casos favordveis e casos possiveis. [0, 25]



