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Questao 01 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50]

Seja b um numero real positivo e diferente de 1.

(a) Use que b“T? =" - b¥, para todo u,v € R, para demonstrar a identidade

logy, (zy) = log, = + log, y, para z,y ntimeros reais positivos.
(b) Utilizando a identidade do item (a) e sem supor valida qualquer outra propriedade do logaritmo, prove que

1
log,, (\/5) =3 log, =, para x real positivo.

Solugao

(a) Sejam u = log, x e v = log, y. Pela definicao de logaritmo, temos que z = b" e y = b". Dali,
zy = b* - b = b,
E, portanto, novamente pela definigdo de logaritmo podemos afirmar que u + v = log, (zy). Ou seja, que
log;, = + log;, y = log, (zy).
(b) Lembre que para x real positivo, z = y/z - v/z. Logo,

log;, * = log, (\/E \/5) =log, vz +log, vz = 2log, /z.
Assim,

1
log, vz = 3 log, =

Pauta de Correcgao:

(a) e Usar corretamente a defini¢do usual de logaritmo. [0,25]

Concluir a demonstragao. [0,50]

Escrever = \/z - v/x ou equivalente. [0,25]

(b)

e Concluir a demonstragao. [0,25]



Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75]

Sejam a, b e ¢ digitos no sistema decimal, isto é, niimeros inteiros que podem assumir valores de 0 a 9.

abc
(a) Mostre que a fragdo geratriz da dizima periédica simples 0, abc abcabe. .. é 999"
(b) Encontre a fragao geratriz da dizima periddica composta 2,0358358358. . ..
Solugao
(a) Temos que
0. abeabeabe . . — abc n abc n abc L= abc 14 1 n 1 I abc 1000 _ abe
’ ©"" 71000 10002 10003 ~ 1000 1000 ~ 10002 © 1000 999 999"

No célculo acima (soma entre colchetes) usamos a soma da progressdo geométrica infinita com primeiro termo 1 e razao

L ue é dada or¥—@
1000 4 P T~ 999"

1
1000
(b) Se z =2,0358358358. .., entao

B B B 358 20999 + 358 _ 19980 + 358 _ 20338
10z = 20, 358358358 ... = 20 + 0,358 358358 ... = 20 + 0 = 999 =5 = o9

20338
P = —,
ortanto r =

Solugao Alternativa para o item (a)

Se a = 0,abcabcabe. . ., entao 1000 o = abe, abcabcabe . .. = abe 4+ 0, abcabcabe . .. = abe + a.

Logo 1000« — av = abc e assim 999 o = abc.

abc
Portant = —.
ortanto o 999

Pauta de Correcgao:

(a) e Escrever corretamente a PG infinita. [0,25]

Concluir corretamente a geratriz. [0,25]

(b) e Multiplicar por 100 a dizima ou equivalente. [0,25]

Utilizar o item (a) ou equivalente e, calcular corretamente a geratriz. [0,5]



Questao 03 [ 1,25]

Na figura, o plano 8 contém o centro O da esfera de raio 3, e faz angulo 6 com o plano «.

A reta t é a intersecao de « e ( e sua distancia a O é 5.

- 2
Determine a area do circulo de centro C' dado pela intersecao de o com a esfera, sabendo que senf = 5

=

Considere os pontos A, B e D destacados na figura abaixo:

Solugao:

Observe que BC' é um raio do circulo cuja drea queremos calcular.

O plano que contém os pontos A, B, O e C, intersecta a esfera em um circulo de centro O e raio 3, como na figura
abaixo.



A” 5 0

O segmento OC' intersecta a corda BD do circulo em seu ponto médio C, logo o angulo ACO é reto.
Com isso, temos que

c ocC
Sen9:::77
OA 5
logo
OC:5sen9=5~§:2.

Aplicando agora o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo BCO, temos
0C” +BC" =0B" -.2* + BC" = 3,

pois OB é um raio da esfera.
Assim segue que

BC =9—4=-5

Como BC' é um raio do circulo cuja drea queremos calcular, esta drea é

WWQZW'E):E)W.

Pauta de Correcao:

Considerar ou fazer um esbogo onde apareca os triangulos ACO e BCO (A e B podem ter outros nomes) [0,25]

Concluir que o angulo ACO é reto. [0,25]

e Obter OC" = 5senf = 2. [0,25]

e Obter BC~ = 5. [0,25]

Concluir que drea ¢é igual a 5m. [0,25]



Questao 04 [ 1,25]

Considere as progressoes aritméticas (a,) de termo inicial 7 e razao 12 e (b,,) de termo inicial 9 e razao 35. Determine
todos os termos, menores do que 1000, que aparecem em ambas as sequéncias.

Solugao
Temos que , an =7+ 12-(n—1) e by =94 35 (m — 1), assim a, =7 mod 12 € b,, =9 mod 35.

Os termos que aparecem nas duas progressoes sao solugoes do seguinte sistema de congruéncias

r= 7 mod 12
z= 9 mod 35

Na primeira equagao temos que z = 12y + 7 com y inteiro.

Substituindo na segunda equagao temos que 12y +7 =9 mod 35, ou seja, 12y =2 mod 35.

Multiplicando esta equacao por 3 e como 36 =1 mod 35 temos que y =6 mod 35.

Logo y = 35t + 6 e assim © = 12y + 7 = 12(35t 4+ 6) + 7 = 420t + 79.

Os termos, menores do que 1000, que aparecem nas duas sequéncias sdo dados por

x =1T9+420t, onde t > 0 e x = 79 + 420t < 1000, logo 0 < ¢ < 2.

Portanto, x = 79, x = 499 ou = = 919.

Solugao Alternativa

Como mdc(12,35) = 1 podemos usar o Teorema Chinés dos Restos para resolver o sistema
7 mod 12

T
T 9 mod 35
Neste caso, ¢c1 = 7,c2 =9, M =12-35 =420, M1 =35 e My = 12.

Por inspecao vemos que, y1 = —1 e y2 = 3 sdo solugdes das congruéncias 35y1 =1 mod 12, e 12y =1 mod 35.
Logo as solugdes do sistema sao dadas por

x = Miyicr + Mayaco =35+ (—1) -7+ 12-3-9 = 79 mod 420
A solugao geral do sistema é dada por = = 79 4 420¢, onde ¢ € Z.

Portanto, os termos, menores do que 1000, que aparecem nas trés sequéncias sao x = 79,499 e 919.
Solugao Alternativa 2

Os termos que aparecem em ambas as progressoes aritméticas sdo da forma 7+ 122 =9+ 35y > 0, com x e y
inteiros nao negativos.

Segue-se que 12z — 35y = 2.Uma solugdo particular dessa equagdo é t =6 e y = 2.

Como mdc (12, 35) = 1, a solugao geral dessa equagao é dada por z = 6 + 35¢,y = 2 + 12¢, com ¢t inteiro.
Os termos comuns das progressoes aritméticas sao 7+ 12z = 7 + 12(6 4 35t) = 79 + 420t < 1000.
Portanto ¢t € {0,1,2} e x € {79,499, 919}.

Pauta de Correcao:

e Montar o sistema . [0,25]



e Achar uma solugao.[0,50]
e Escrever a solugao geral.[0,25]

e Determinar os termos comuns, menores do que 1000. [0,25]

Pauta de Correcao da Solugao Alternativa 2:

e Escrever a equagao diofantina 12z — 35y = 2. [0,50]
e Achar uma solugdo particular. [0,25]
e Escrever a solugao geral. [0,25]

e Determinar os termos comuns menores do que 1000. [0,25]

Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75]

(a) Mostre que o quadrado de qualquer nimero inteiro deixa resto 0 ou 1, quando dividido por 4.[0, 5]

(b) Mostre que nio existem inteiros x,y e z tais que 22 + y? — 8z = 103.[0, 75

Solugao

(a) Qualquer inteiro n é da forma 2k ou 2k + 1 com k inteiro. Temos entdo que n”® é da forma 4k* ou 4k* + 4k + 1, donde na
divisao por 4 deixa resto 0 ou 1.

(b) Observe que em z? +y? = 824103, 8z + 103 é da forma 4k + 3 e portanto deixa resto 3 na divisao por 4. Do item(a) temos
que 22 + 3 deixa resto 0, 1 ou 2 na divisao por 4; o que torna impossivel a igualdade.

Pauta de Correcao:

(a) Justificar que o quadrado de um inteiro é da forma 4k ou 4k + 1 . [0,50]
(b) e Mostrar que z? + y* deixa resto 0, 1 ou 2 na divisdo por 4, [0,25]
e Observar que 103 deixa resto 3 na divisdo por 4. [0,25]

e Concluir o exercicio. [0,25]

Solucao Alternativa

(a) Dado um ntimero inteiro  temos que
=0 mod4, r=1 mod4, xr=2 mod4ouzxz=3 mod4
Dali,
z2=0 mod4ouz’=1 mod4
Portanto, o quadrado de qualquer ntimero inteiro deixa resto 0 ou 1, quando dividido por 4.

(b) Suponha que existam inteiros z,y e z tais que 22 + 9% — 82 =103.
Segue daf que, 22 + y? = 8z + 103 e assim x> + 3% =3 mod 4.
Pelo item (a), temos que z® +4*> =0, 1 ou 2 mod 4 e chegamos & uma contradigao.
Portanto, nio existem inteiros x,y e z tais que 22 4+ y? — 8z = 103.

Pauta de Correcgao :

(a) e Estabelecer a congruéncia de z médulo 4. [0,25]

Concluir a congruéncia de 2 médulo 4. [0,25]

Mostrar que 2 + y* deixa resto 0, 1 ou 2 na divisdo por 4. [0,25]

(b)

e Observar que 103 deixa resto 3 na divisao por 4. [0,25]

Concluir o exercicio. [0,25]



Questao 06 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75]

Considere a sequéncia 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,... formada por duplas de niimeros inteiros iguais, iniciando em
1,1, sendo cada nimero da dupla seguinte o sucessor do ntimero da dupla anterior.

Seja f(n) a soma dos n primeiros termos da sequéncia acima.
(a) Calcule f(23) e f(50).

(b) Determine expressoes para f(n) em fungdo de n, no caso em que n é par e no caso em que n é fmpar.

Solugao

(a)
1+11

f(23):1+1+2+2+~~+11+11+12:2-(1+2+~~-11)+12:2-( )-11+12:144

f(50)=1+1+2+2+~~-+25+25=2.(1+2+...+25):2_(1+225

)-25:2~13~25:65O

(b) No caso n par temos que
F@Q) =14+1=2f4)=1+1+2+2=6

Para n par

1+ -
n . n n 2 n  nn+2)
=14+14+24+2+---+ — 7:2.<1 24 ... ,):2 i
F)=1+41+2+2+4 4o+ 24t g 5 5 1
No caso n impar, temos que
f)y=1,f38)=1+1+2=4
Para n fmpar
-1 —1 —1
f)=14+1+42424 42" 4y

2 2 2

n — 1 termos

Como n é fmpar, temos que n — 1 é par e usando o item (a) obtemos

- B 2 (1) o201) - (52

Pauta de Correcao:

—
&
N\
L]

Calcular f(23). [0,25]
Calcular f(50).[0,25]

Determinar a expressdo para n par. [0,50]

—
o
=
[ )

e Determinar a expressdo para n fmpar. [0,25]



Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c) 0,25]

Sejam ¢ e L os comprimentos dos lados de poligonos regulares de n e 2n lados, respectivamente, inscritos em um circulo
de raio r.

(a) Determine o comprimento a do apdtema do poligono de n lados em funcdo de r e £. Lembre que o apétema é a
menor distancia do centro a um lado do poligono.

(b) Mostre que L? = 2r% — r/4r2 — 2,

(¢) Use o item (b) para determinar a medida do lado do poligono regular de 12 lados inscrito em um circulo de raio r.

Solucao

Sejam A, B e C vértices consecutivos do poligono de 2n lados e O o centro do circulo que o circunscreve.
Assim, OA=0B =0C =re AB=BC = L.

O segmento AC mede /£ pois é o lado do poligono de n lados. Seja P a intersecio de OB com AC. Como AB = BC, podemos
concluir que P é o ponto médio de AC, e, portanto, OP ¢ altura do tridngulo isésceles OAC. Dai, OP é o ap6tema do poligono
de n lados.

Temos, assim, os triangulos retangulos OPC, de catetos medindo OP = a, PC = g e hipotenusa OC = r, e BCP de catetos

BP =r—a,PC= g e hipotenusa BC = L
(a) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo OPC temos que

2 )
2 2+(§) @a:u

r=a 5

(b) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BC'P, temos

L? = 2 ¢ ’ 2 _ .2 2 4 2
=(r—a)” + 3 —= L =r"—2ar+a" + 3

Usando a identidade do item (a), temos que

2

A2 _ 02

L2=r2—2ar—|—a2+ <§> = L2:2r2—2r%.
2

Dali, temos a igualdade procurada

L? =2r% — p\/4r2 — 02,



(¢) Se £ é a medida do lado do hexdgono regular inscrito no circulo de raio r, sabemos que £ = r. Assim, denotando por L o
lado do poligono regular de 12 lados, pelo item (b) temos

L2 =2r% —p/dr2 — 02 = 29% — p/dr2 — r2 = 297 — /312 = 212 — 12V/3 =12 (2 — \/§> .
Com isso,

L=r\/2-3.
Pauta de Correcao:

(a) e Construir a figura. [0,25]

Calcular o apdtema. [0,25]
(b) e Escrever uma relagdo entre a, r, £ e L. [0,25]

e Provar o que foi pedido. [0,25]

Encontrar r /2 — /3. [0,25]

—
¢}
~
[ ]



Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75]

(a)

(b)

Dispomos de 7 bolas pretas, indistinguiveis entre si, e de 5 bolas brancas, indistinguiveis entre si.

De quantas formas distintas podemos colocar em fila essas 12 bolas?

De quantas formas podemos colocar em fila 12 nimeros inteiros distintos, sendo 7 nimeros pares e 5 nimeros
impares, de forma que os niimeros pares entre si e os nimeros impares entre si estejam em ordem crescente?

Solugao

(a)

Se todas fossem distintas, a resposta seria 12!. Como as bolas pretas sdo indistinguiveis entre si, assim como as bolas
brancas, isso faz com que tenhamos 7! anagramas idénticos de bolas pretas e 5! anagramas idénticos de bolas brancas, para
cada um dos 12! anagramas.

12!
— =T792.

715!

Se tanto os nimeros pares entre si e os fmpares entre si estdo em ordens crescentes, pelo item (a), é como se tivéssemos 7
bolas pretas indistinguiveis entre si, assim como as 5 bolas brancas, ja que as posicoes relativas entre os pares entre si e os
impares entre si, ndo devem ser modificadas.

Logo a resposta é

Logo, a resposta é = 792.

12!
75!

Solugao Alternativa

(a)

Temos 12 bolas, das quais 7 sdo pretas indistinguiveis entre si e 5 sdo brancas indistinguiveis entre si.

12
Basta escolhermos a posigao das 7 pretas, o que pode ser feito de ( 7> maneiras.

Depois é s6 colocar as 5 brancas nas 5 posigdes vazias, o que pode ser feito de uma maneira.

12 !
Portanto a resposta é ( 7) 1= —— =792.

Este problema é semelhante ao item (a), pois quando escolhermos as posigoes dos nimeros pares s6 haverd uma maneira
de posiciona-los, visto que sao distintos e devem ficar em ordem crescente. O mesmo vale para os nimeros impares.

.. , . 12 .
Comecgamos escolhendo as 7 posigoes para os nimeros pares. Isso pode ser feito de < 7) maneiras.

Agora colocamos os 7 nimeros pares nessas posi¢oes em ordem crescente, o que pode ser feito de apenas uma maneira.

As 5 posigoes restantes serdo ocupadas de modo tnico pelos nimeros impares, pois também devem ser colocados em ordem
crescente.

12 12!
Portant ta é = —— =T792.
0ranoaresposae<7> TEl

Pauta de Corregao:

(a)

(b)

e Determinar a permutacio total se fossem distintas. [0,25]
e Concluir que é com repeticao e calcular corretamente. [0,25]

Calcular corretamente. [0,75]



