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Questao 01 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

Considere o triangulo ABC tal que AB =5,BC =7 e AC = 8.
(a) Determine a medida do angulo o = BAC.
(b) Obtenha o seno dos angulos § = ABC e v = ACB.

(¢) Determine o raio do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.

Solugao:
(a) Utilizando a Lei dos Cossenos, temos BC' =AB +AC° —2-AB-AC - cos(a).

4 1
Assim, 7> =52 + 82 —2.5-8 - cos(a), e, portanto, 49 = 89 — 80 cos(r), que nos dé cos(a) = 0_1

80 27
Com isso, temos que a = 60°.
AC AB BC

Pela Lei dos 5 = - '
(b) Pela Lei dos Senos, sen(f)  sen(y)  sen(a)

V3 8 5 7 14
Como a = 60°, temos sen(a) = —, logo = = — = ——.
()= "5 18 ) = sen(y) ~ VB~ V3
2
Assim,
8 14 43
son(B) ~ 3 A=
5 14 n(y) = 5V/3
sen(y) 3 AV

(¢) Sendo R o raio do circulo circunscrito, ainda pela Lei dos Senos temos que

BC 14
2R = sen(a) /3

logo



Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,75; (b)=0,50 ]

Um tabuleiro é formado por uma fileira com 10 quadrados justapostos.

(a) De quantas maneiras distintas uma peca verde e uma pega azul, de tamanhos iguais aos dos quadrados, podem
ser dispostas em quadrados distintos no tabuleiro sem que estejam em quadrados adjacentes?

(b) Generalize o item anterior para um tabuleiro com n quadrados justapostos em uma fileira.

Solugao:

(a) Vamos analisar as posi¢oes das duas pegas no tabuleiro em dois casos:
Caso 1: A primeira pega é posicionada em uma das extremidades.

H4 2 possibilidades para posicionar a primeira peca e 8 possibilidades para posicionar a segunda peca (total menos
a casa em que a primeira peca estd e a casa adjacente a ela).

Total de 2 - 8 = 16 possibilidades.
Caso 2: A primeira peca é posicionada em um quadrado nao extremo.

H4 8 possibilidades para posicionar a primeira pega e 7 possibilidades para posicionar a segunda pega (total menos
a casa em que a primeira peca estd e as duas casas adjacentes a ela).

Total de 8 - 7 = 56 possibilidades.

Sendo assim, somando os dois casos, ha 16 + 56 = 72 maneiras de posicionar as pegas.

(b) Vamos analisar as posigoes das duas pegas no tabuleiro nos mesmos dois casos do item anterior:
Caso 1: A primeira peca é posicionada em uma das extremidades.

Neste caso ha 2 possibilidades para posicionar a primeira peca e n — 2 possibilidades para posicionar a segunda
peca (total menos a casa em que a primeira pecga estd e a casa adjacente a ela).

Total de 2 - (n — 2) possibilidades.
Caso 2: A primeira pega é posicionada em um quadrado nao extremo.

Neste caso ha n — 2 possibilidades para posicionar a primeira peca e n — 3 possibilidades para posicionar a segunda
peca (total menos a casa em que a primeira pega estd e as duas casas adjacentes a ela).

Total de (n —2) - (n — 3) possibilidades.

Somando os dois casos, hd 2- (n —2) + (n — 2) - (n — 3) = (n — 1)(n — 2) maneiras de posicionar as pegas.



Solucao Alternativa:

(a)

Vamos determinar o total de possibilidades das posigoes das duas pecas e depois retirar os casos em que as pecas
estao juntas.

Para posicionar a primeira peca temos 10 possibildades e para posicionar a segunda pega temos 9 possibilidades,
ou seja, um total de 10 -9 = 90 possibilidades.

Considerando as duas pegas juntas caminhando da esquerda para a direita, teremos cada pega ocupando exata-
mente 9 posicoes e neste caso teremos 2 -9 = 18 possibildades, visto que elas podem mudar de posigoes juntas.

Logo a resposta é 90 — 18 = 72 possibilidades.

Utilizando a mesma ideia do item (a),teremos:

Para posicionar a primeira peca temos n possibilidades e para posicionar a segunda pega temos (n — 1) possibili-
dades, ou seja, um total de n - (n — 1) possibilidades.

Considerando as duas pegas juntas caminhando da esquerda para a direita, teremos cada pega ocupando exata-
mente (n— 1) posigoes e neste caso teremos 2-(n—1) possibilidades, visto que elas podem mudar de posi¢oes juntas.

Logo arespostaémn-(n—1)—2-(n—1) = (n—1) - (n — 2) possibilidades.



Questao 03 [1,25 ]

Joao ird gastar totalmente R$ 47,00 na compra de pacotes de confetes e de serpentinas. Cada pacote de confete custa
R$ 1,50, e cada pacote de serpentina custa R$ 2,50. Encontre todas as formas que ele poderé efetuar essa compra.

Solugao:
Indicando por x a quantidade de pacotes de confetes e por y a quantidade de pacotes de serpentinas temos que

1,52 + 2,5y = 47

ou equivalentemente
3z + 5y =94

Obtemos assim uma equacao diofantina e devemos encontrar todas as solugoes em N U {0}.
Temos que 3-(2) +5-(—1) =1, logo 3 (188) + 5 (—94) = 94.
Substituindo 188 =537 + 3 obtemos 3- (5-37+3) +5-(—94) = 94, assim 3 - (3) +5- (17) = 94.

Encontramos assim uma solugao particular zp = 3 e yo = 17 e a solugao geral em N U {0} é dada por

{;j i 137t5?ft ondeteZ,t>0el7—3t>0,logo 0<t<b.

Portanto, temos 6 formas para a compra:

ro=3ey =171 =8ey1 =14, 20 =13 ceys =11, 23 =18 e y3 =8, 24 =23 e ys =5, x5 =28 e y5 = 2.



Questao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=1,00 ]

5% 4577
Considere a fungao definida para todo x € R pela expressao f(z) = +T

(a) Use a desigualdade das médias para provar que f(z) > 1, para todo x real.

(b) Prove que f(x) = a tem solucdo para todo a > 1 e determine tais solugoes.

Solugao:

(a) Dado qualquer z € R, sejam a = 5% e b = 5. Como ambos sao positivos, podemos aplicar a desigualdade das
médias:

b xX —I
MA> MG — a—; > Vab ¥>\/5I-5*$ — flz)>1.

(b) Sejaa > 1.
5I+5_$ x —x 2x x
f(xz) =a <= 5 —aq <= 5" +5 % =21 < 5% —-2¢-5"4+1=0.

Fazendo y = 5%, a igualdade acima equivale a

y? —2ay+1=0.
Temos agora que mostrar que, para a > 1, a equagao acima admite solu¢do positiva (uma vez que y = 5% > 0).

Primeiramente observamos que o discriminante da equacgao é
A= (-2a)?—4-1-1=4a* -4 =14(a*-1) >0,
uma vez que a > 1. Neste caso, as solucoes sao dadas pela férmula resolutiva

2a £ VA  2a+2Va? -1
y: = =
2

atvVa?—-1.
2

Precisamos apenas verificar o sinal de y em cada caso:

e No primeiro caso, temos que a > 0 e va?2 — 1 > 0 implicam que y = a + va? —1 > 0.
e No segundo caso, como a? > a? — 1 > 0, temos que a > Va2 — 1, e, portanto, y = a — Va2 —1 > 0.

Observacao: O fato de as raizes serem positivas poderia ser justificado também a partir da constatacao que o
produto das raizes é 1 e a soma delas é 2a > 0.

Sendo assim, podemos calcular as solugoes da equagao em ambos os casos:

5" =a+t+Va? -1 < x1 =logs(a++Va?—1) ou xz=Ilogs(a—va%—1).



Questao 05 [1,25 ]

Em uma loteria de 1000 ntiimeros hé um sé prémio em cada sorteio. Antonio compra 2 bihetes para um tnico sorteio e
Paulo compra 2 bilhetes, um para cada um de 2 sorteios. Determine qual dos dois jogadores tem mais chance de ganhar
algum prémio.

Solugao:
2

1000°
(1000 — 1)2
10002

A probabilidade de Antonio ganhar algum prémio é P =

A probabilidade de Paulo nao ganhar algum prémio é

» L (1000 — 1)2
Logo a probabilidade de Paulo ganhar algum prémio é P, =1 — oo
2 (1000 — 1)2

= o WO DT L 9000 > 10002 — (1000 — 1)2 <= 2000 > 2000 — 1
1000 ~ 10002 - ( ) -

Temos que, P, > Py <—

Portanto, Anténio tem mais chance de ganhar algum prémio.

Solugao Alternativa:

2
A probabilidade de Antonio ganhar algum prémio é P(Antonio ganha) = 1000 = 0,002.

A probabilidade de Paulo ganhar pelo menos um prémio pode ser calculada considerando os seguintes casos. Paulo,

1 999 _ 999
1000 ~ 1000 — 10002
999 1 _ 999

1000~ 1000 — 10002

e Ganha na primeira extragao e perde na segunda: P, =

e Perde na primeira extragao e ganha na segunda: Py =

1 1 1
X =
1000 ~ 1000 10002

e Ganha nas duas extracoes: P3 =

Assim, a probabilidade total de Paulo ganhar pelo menos um prémio é:

1 1
999 999 _ 199 5 001999

P(Paul ha) =P + P, + Py =
(Paulo ganha) = Py + P> + Ps = 75505 + 76002 + 0002 — 10002

Antonio, portanto, tem maior chance de ganhar algum prémio.



Questao 06 [1,25 ]

Considere que o cubo ABCDEFGH da figura abaixo tem volume 1. O sdélido da figura é formado retirando-se um
tetraedro, a partir do vértice A, de forma que:

e 0 semiplano contendo a face IJK forme um angulo de 135° com o semiplano contendo a face IJDCB,

o JA=T4,

2
e 0 volume do sélido resultante é %

Determine AI, AJ e AK.

C. B
i I
D, i o
FA
§ K
Grnrermsfomm .
H E

Solugao: o
Seja = AJ = AI. Com isso, temos 1.J = zv/2.

Considere o ponto L, interseciao da diagonal AC' da face ABC'D com o segmento I.J. Como AJ = Al, o segmento I.J é
paralelo a diagonal BD e, com isso, AL é perpendicular a I.J. Além disso, como AIJ é is6sceles, L é ponto médio de
1J.

C B
D e i . .
K )
F
H ‘E

Os triangulos K AJ e K Al sido congruentes (caso LAL), portanto K.J = K1. Com isso, o tridngulo JK T é isésceles com
vértice K e, portanto, KL é perpendicular a IJ.

—
O angulo de 135° entre os semiplanos que contém as faces IJK e IJDCB é o angulo entre as semirretas LK e I?
contidas nestes planos, respectivamente, e perpendiculares a I.J, conforme a figura abaixo:



H E

Observando o triangulo AIJ, isésceles e retangulo em A, o segmento AL serd a altura relativa a hipotenusa IJ e tera

ATV2 _av2

dida AL =
medida 5 5

A A —_— 2
Observe que o triangulo ALK é retangulo em A, com ALK = 45°. Com isso, temos que AKL = 45° ¢ AK = AL = x\Tf

Com isso, considerando AIJ como base e AK como altura do tetraedro AIJK, o volume deste tetraedro é dado por

<AI~AJ)_1 2 a2 132
=3 )

X
2 2 12

AK > =

1

3 .
. 3 1

Sabemos, por outro lado, que o volume do tetraedro AIJK é dado por 1 — 21 = o1 portanto

BV 1y 12 1 1

221" TuE W ()

1

ortanto r = —.

p \@
—_— 1 — 1 J— 1 2 1
ComissoAI:—,AJ:—eAKzi.iz,
V2 V2 V2 o2 2



Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Mostre que
(a) a'® — b6 ¢ divisivel por 17, para todos os inteiros a e b que sdo primos com 17.
(b) a'® — bl6 ¢ divisivel por 85, para todos os inteiros a e b que sdao primos com 85.
Solugao:

(a)

Sejam a e b inteiros tais que (a,17) = (b, 17) = 1.

Usando o Pequeno Teorema de Fermat concluimos que

a'®=1mod 17 e b'%=1mod 17,

assim, a'® — b6 = 0 mod 17.

6

Portanto, a'® — b6 é divisivel por 17.

Sejam a e b inteiros tais que (a,85) = (b,85) = 1.
Como 85 =5 - 17, segue que (a,5) = (b,5) = (a,17) = (b, 17) = 1.
Novamente pelo Pequeno Teorema de Fermat, a* = 1 mod 5 e, dai, a'® = 1 mod 5. Analogamente b'® = 1 mod 5.

Portanto, a'® — b'® = 0 mod 5, o que significa que a'® — b6 & divisivel por 5.

Como a'® — b6 é divisivel por 5 e 17 e (5,17) = 1, concluimos que a'® — b é divisivel por 5 - 17 = 85.



Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Seja f(z) = 2% + . Mostre que

r+s> < JW 1)
2 2

(a) Para todos r,s € R, f (

(b) Mais geralmente, mostre que se 0 < 8 < 1, entdo

F(Br+ (1= B)s) < BF(r) + (1 B)f(s), para todos s € R.

Solugao:

(a) Temos que

f(r—;—s> < f(r)+ f(s) PN (TZS)Q'f‘T;S <7’2+7‘;—SQ+8
= (r+s)?+20r+s) <202 +r+5>+5)
— (r+s)? <20r* 4 5?)
<:>r2+52—2r320
= (r—s)?>0.

flr) + 1(s)
2

10 . . . [T+ S
Como a tltima desigualdade é sempre verdadeira, temos que f ( ) < , para todos r,s € R.

2

(b) Temos, por um lado,
F(Br+ (1= B)s) = B%r* + (1= B)*s* +28(1 = B)rs + Br + (1 - B)s.
Por outro lado,

Bf(r)+ (1= B)f(s) = B(r® + 1)+ (1= B)(s* + 5)
= Br2 + (1 —B)s* + pr+ (1 — B)s.
Assim,
FBr+(1—=p)s) <BF(r) + (1= B)f(s) == B + (1= B)*s” +28(1 = B)rs < fr? + (1 — §)s?

— BB -1+ B(B—1)s*> +28(1 — B)rs <0
«— B(B—1)(r—s)*<0.

Como 0 < 8 < 1, concluimos que a ultima desigualdade é sempre verdadeira, logo,

f(Br+ 1 —78)s) <Bf(r)+ (1 —8)f(s), para todos r,s € R.



